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Resumen

Una practica habitual en el paradigma de programacién funcional es el uso de operadores o
esquemas de recursion para estructurar algoritmos. Estos son funciones de alto orden que cap-
turan patrones de recursion comunes a las estructuras de datos que manipulan e.g. map, fold,
v que se derivan de la interpretacién categorica de los tipos de datos recursivos. El uso de estos
operadores para estructurar programas funcionales resulta beneficioso, ya que permite apro-
vechar las propiedades algebraicas asociados de dichos operadores para derivar leyes genéricas
para calcular programas eficientes y correctos.

Los functores aplicativos son una abstraccién que modela efectos computacionales en len-
guajes funcionales puros e.g. entrada/salida, fallas, no determinismo. Los functores aplicativos
generalizan el concepto de mdnada y favorecen un estilo aplicativo de programacion.

Este trabajo propone una caracterizacién de la recursion estructural con efectos aplicativos.
Presentaremos un operador genérico, al que denominamos ifold, que captura la esencia de la
recursion estructural aplicativa. Ademds, presentaremos algunas propiedades calculacionales de
este operador que permiten fusionar algoritmos aplicativos y mostramos algunos ejemplos de la
aplicacién de dichas reglas. Finalmente, mostraremos como este operador puede utilizarse para
diseniar modularmente algoritmos con efectos aplicativos incrementales, agregando funcionalidad
en cada etapa de forma sencilla y flexible.
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Capitulo 1

Introduccion

This is a story about magic and
where it goes and perhaps more
importantly where it comes from
and why, although it doesn’t
pretend to answer ANY of these
questions

Terry Pratchet,
Equal Rites

Un problema recurrente en las Ciencias de la Computacion es la necesidad de buscar un
balance entre el diseno de programas simples que implementen correctamente una especificacion
y el disefio de programas monoliticos eficientes, que usualmente resultan dificiles de comprender
y de mantener y por lo tanto propensos a contener errores.

Uno de los beneficios mas promocionados del paradigma de programacion funcional es cémo
este permite construir facilmente programas grandes y complejos mediante la combinacién de
otros més pequenos y simples. [27]. Este enfoque composicional favorece el diseno de algoritmos
faciles de comprender y de modificar.

Sin embargo, esta estrategia modular puede dar como resultado programas mucho més
ineficientes que sus contrapartes monoliticas, dado que una expresiéon composicional supone la
creacion de una estructura de datos cuyo tnico propdsito es ser consumida inmediatamente.
Con el fin de resolver este problema se han desarrollado técnicas formales que permiten calcular
correctamente definiciones eficientes en las que no se generan las estructuras intermedias.

Entre estas técnicas se destacan las que permiten fusionar funciones o programas. Se conoce
como fusion de programas al proceso de reemplazar la composicién modular de programas por
uno monolitico mas eficiente. Entre las diferentes técnicas de fusién, nos interesa la conocida
como deforestacion [53)]. Esta consiste en la eliminacién de las estructuras de datos intermedias
que se generan por la composicién de funciones. Un aspecto muy intersante de esta técnica
es que involucra reglas automatizables que pueden integrarse al compilador de un lenguaje,
resultando en optimizaciones transparentes al disefio de un programa.

Otra herramienta comtn en un lenguaje funcional es el uso de operadores o esquemas de
recursién. Estos son funciones de alto orden que capturan patrones de recursion comunes a las
estructuras que manipulan e.g. map, fold [8, 29] y que se derivan de la interpretacién categérica
de los tipos de datos recursivos. El uso de estos operadores para estructurar programas fun-
cionales resulta beneficioso porque permite aprovechar las propiedades algebraicas asociadas a
éstos para derivar leyes genéricas aplicables a la deforestacion de programas.



Alternativamente se pueden estructurar los programas funcionales de acuerdo a los efectos
que estos producen. Una forma de hacer esto es usando ménadas. Moggi [44, 45] utilizé mona-
das como una abstraccién para modelar la seméntica de diferentes efectos computacionales
e.g. entrada/salida, asignaciones de variables, estado. Luego, Wadler [54, 55] las utiliz6 como
una herramienta para estructurar programas funcionales con efectos computacionales asociados
frecuentemente a lenguajes imperativos en lenguajes funcionales puros. Esto ha motivado a dife-
rentes autores a investigar diferentes esquemas de recursién en contextos mdnadicos [16, 46, 47|
y al estudio de técnicas de deforestacién que involucran efectos monddicos [18, 19, 33, 40].

Recientemente, McBride y Paterson [41] presentaron una nueva estructura para modelar
efectos computacionales llamada functores aplicativos. Estos resultan una generalizacién de las
mdnadas que favorecen un estilo aplicativo de programacién. Gibbons y Oliveira [22] presen-
taron propiedades calculacionales del operador traverse, que realiza recorridos o traversals de
estructuras de datos con acciones con efectos aplicativos.

Este trabajo propone una caracterizacién genérica de la recursién estructural con efectos
aplicativos, es decir una caracterizacién de funciones recursivas estructurales que consumen
uniformemente valores de ciertos tipos de datos y producen valores embebidos en un efecto
aplicativo. A partir del estudio de patrones comunes que presentan estas funciones, derivamos
un operador genérico, al que llamamos ifold, que captura la esencia de la recursién estructural
aplicativa.

Ademsds, presentaremos algunas propiedades calculacionales de este operador, que permiten
fusionar algoritmos aplicativos modulares eliminando la generaciéon de estructuras intermedias
y mostramos algunos ejemplos de la aplicacién de estas reglas. Finalmente, mostraremos como
este operador permite separar el cdlculo de valores puros de la generacién de efectos aplicati-
vos y como éste puede utilizarse para disenar modularmente algoritmos con efectos aplicativos
incrementales, agregando funcionalidad en cada etapa de forma sencilla y flexible.

El resto de este trabajo se organiza como sigue:

= El Capitulo 2 introduce los Functores Aplicativos, presentando una resena de los conceptos
y resultados presentados en [41]. También, se presentan los resultados calculacionales para
los traversals o recorridos sobre Functores Traversables desarrollados en [22].

= Kl Capitulo 3 presenta una resena del modelo categérico de tipo de datos para data
type generic programming y el modelo de semantica por algebras iniciales, presentando
el operador fold genérico y sus propiedades algebraicas, que constituyen los fundamentos
matematicos formales para el trabajo realizado.

= Kl Capitulo 4 presenta una caracterizacion del patréon de recursion estructural aplicativa,
mediante la derivacién del operador genérico ifold junto con sus propiedades para calcular
programas con efectos aplicativos. Presentamos también algunos ejemplos de la aplicacion
de estas propiedades.

= Kl Capitulo 5 analiza el uso del operador ifold para disenar algoritmos aplicativos con
efectos incrementales.

= Kl Capitulo 6 presenta las conlusiones de este trabajo y los posibles trabajos futuros.

= El Apéndice A proporciona las demostraciones de las propiedades del operador ifold pre-
sentadas en el Capitulo 4.



Capitulo 2

Functores Aplicativos

En este capitulo describiremos el concepto de Functor Aplicativo, introducido por McBri-
de y Paterson en [41], una estructura que permite caracterizar en forma abstracta un estilo
de programacion aplicativa en programas funcionales con efectos computacionales. Presentare-
mos también las diferentes clases de functores aplicativos y las herramientas para combinarlos,
que los convierten en una abstraccion practica y flexible para disenar efectos computacionales
incrementalmente.

Ademds, presentaremos a los Functores Traversables, una clase de tipos de datos relacionadas
con los functores aplicativos que soportan una nocién de traversal o recorrido con efectos,
mediante la funcién traverse. Repasaremos también, algunas de las propiedades calculacionales
de traverse presentadas por Gibbons y Oliveira [22] que nos resultardn de gran utilidad en
nuestro proposito de estudiar la recursién aplicativa.

Los functores aplicativos o idioms intuitivamente modelan la aplicaciéon de funciones puras
a valores embebidos en un contexto con efectos, o idiom. Antes de dar su definicién concreta,
mostraremos un par de ejemplos:

Ejemplo 2.1 (Seguimiento en un Mapa). Supongamos un sistema de control que mantiene una
lista de objetivos de interés, representados por un tipo abstracto de datos Point. El seguimiento
de cada objeto se realiza mediante una funcion updatePos :: Point — Maybe Point que devuelve
la nueva posicién del objeto o Nothing, en el caso de que este se encuentre fuera del alcance del
sistema. Modelamos la actualizacién del sistema con la siguiente funcion:

updateSys :: [Point] — Maybe [ Point]

updateSys [] = Just []

updateSys (z : xs) = case (updatePos x, updateSys xs) of
(Just p, Just ps) — Just (p: ps)
_ — Nothing

La segunda ecuacién en la definicién de updateSys realiza andlsis por caso del resultado de
actualizar la posiciéon del objeto y de la llamada recursiva y recombina los valores si no hubo
algin error. Podemos reescribir la definicion de la funcién en un estilo mas aplicativo:

updateSys it [Point] — Maybe [ Point]
updateSys |] = Just []
updateSys (z : xs) = Just (:) ‘mbApp* updatePos x ‘mbApp‘ updateSys xs
where mbApp it Maybe (s — t) — Maybe s — Maybe t
mbApp (Just f) (Just ) = Just (f )
mbApp _ _ = Nothing



Donde mbApp extiende la aplicaciéon de funciones puras dentro de Maybe, obteniendo una
definicién de updateSys en un estilo aplicativo.

Ejemplo 2.2 (Transposicién de Matrices [41] ). Supongamos una representaciéon de matrices
usando listas de listas, e..g [[Int]]. Sean las siguientes funciones:

repeat i a — [a]
repeat T = x : repeat x

zapp s = t] = [s] =[]
zapp (f = fs) (x:xzs) = f x: zapp fs xs
zapp — - =]

Donde repeat genera una lista infinita de valores puros y zapp aplica una lista de funciones
a una lista de valores (de idéntica longitud). Utilizando estos dos operadores se puede definir la
funcién que calcula una matriz transpuesta como:

transpose = [[Int]] — [[Int]]
transpose || = repeat ]
transpose (xs : xss) = repeat (:) ‘zapp‘ xs ‘zapp* transposer xss

Analizaremos ciertas caracteristicas comunes de ambos ejemplos. Primero, reconocemos la
accién de una operacién que inserta un valor puro en el idiom propio de cada ejemplo: Just
y repeat. Si abstraemos el constructor de tipos, los tipos de estas funciones tienen la siguiente
forma a — ¢ a donde c¢ representaria respectivamente a Maybe y []. Ademés, reconocemos una
segunda operacién que modela la aplicacién de funciones dentro del contexto: mbApp y zapp.
Con un razonamiento similar al anterior, los tipos de estas resultan ¢ (s — t) — ¢ s — ¢ t.
Formalizaremos estas operaciones, introduciendo el concepto de functor aplicativo.

2.1. Functores Aplicativos

Un Functor Aplicativo es un constructor de tipos f :: * — % con dos operaciones asociadas,
representadas en Haskell mediante la siguiente clase:

class (Functor f) = Applicative f where
pure:a — f a
(®)::f(s—=t)—>fs—ft

Intuitivamente, pure introduce valores puros dentro del efecto representado mediante f, y
® modela la aplicacién de funciones dentro del efecto. Se requiere, adicionalmente, que las
instancias de éstas verifiquen las siguientes ecuaciones:

pureid® u= u (App.Identity
pure f ® purex = pure (fx) (App.Homo
pure (o) ® u® v® w = u® (V® w) (App.o
u ® purex = pure(Af = (fz))® u (App.Intr

)
)
)
)

Cualquier instancia de un functor aplicativo resulta un functor. En Haskell, un functor es un
constructor de tipos f::x — %, que puede instanciarse en la clase Functor mediante la definicién
de su accién sobre flechas, fmap:



class Functor f where
fmap::(a—b)—>fa—fb

Profundizaremos sobre este concepto en el Capitulo 3. La funcién fmap para un functor aplica-
tivo debe verifica la siguiente ecuacion:

fmap f x =puref ® x (App.Map)

McBride y Paterson muestran que los functores aplicativos generalizan a las monadas, dado
que toda mdnada define un functor aplicativo y muestran que existen dos clases diferentes de
functores aplicativos no monddicos. A continuacién, presentamos en detalle estas tres clases de
functores aplicativos, junto con algunos ejemplos que usaremos en el desarrollo de este trabajo.

2.1.1. Functores Aplicativos Monadicos

Como hemos mencionado anteriormente, el concepto de mdnada tiene su origen en la Teoria
de Categorias,[4, 38] y su uso en el &mbito de seméntica de los lenguajes de programacién fue
propuesto por Moggi [44, 45] para modelar efectos computacionales y luego fue utilizado por
Wadler [54, 55] y otros [6, 48] como una herramienta para estructurar programas funcionales
con efectos en lenguajes funcionales puros.

En Haskell, una ménada es un tipo de datos paramétrico junto a las siguientes operaciones:

class Monad m where
return ::a — m a
(>=) “ma—(a—>mb)—>mb

Donde return tiene el mismo comportamiento que pure: insertar un valor puro en el efecto,
y (>=), pronunciada bind, secuencializa dos computaciones monddicas. return y (=) deben
verificar ademas ciertas propiedades, las leyes monddicas.

Para cualquier mdnada m podemos definir un operador ap :: m (s — t) = m s — mt que
toma una funciéon embebida en un efecto mondadico y un valor monddico y devuelve el resultado
de aplicar la funcién al valor dentro del efecto, luego de secuencializar los efectos:

ap (Monad m) = m (s > t) >ms—mt
ap mf mx = mf >= N — mx >= Az — return (f z)

Esta funcién tiene el comportamiento esperado para el operador ® para un functor apli-
cativo. Podemos entonces, definir un functor aplicativo para toda ménada m de la siguiente
forma:

instance (Functor m, Monad m) = Applicative m where
pure = return

(®) =ap

Dejamos al lector la demostracion de que se verifican las ecuaciones que rigen a los functores
aplicativos definidas anteriormente. Los fu nctores aplicativos monddicos secuencializan el efecto
modelado por la ménada pero, la estructura de la computacion es fija, a diferencia de la interfaz
monddica donde, por el tipo de >=, se permite que la segunda operacién monadica dependa
del valor puro calculado dentro de la primer computaciéon monéadica.

A continuacion, mostramos algunos functores aplicativos monddicos que utilizaremos en los
ejemplos de esta tesina:



Ejemplo 2.3 (Functor Identidad). El functor aplicativo monédico Identidad es simplemente
un wrapper para un valor puro. Se define mediante el siguiente constructor de tipos:

data Identity a = Id {unld :: a}

La funcién de los operadores de interfaz aplicativa es simplemente empaquetar y desempa-
quetar los valores puros:

instance Applicative Identity where
pure = 1Id
(Id f)y® (Id z) = Id (f =)

Si bien Identity no introduce ningin efecto computacional, resultard de gran utilidad para
almacenar valores puros cuando se combinan diferentes efectos.

Ejemplo 2.4 (Ménada Maybe). El functor aplicativo monddico Maybe modela las fallas como
un efecto computacional. Se define mediante el siguiente constructor de tipos:

data Maybe a = Nothing | Just a

Es decir, un valor Maybe a puede ser un valor de tipo a o una falla. La interfaz aplicativa
resulta:

instance Applicative Maybe where
pure = Just

(Just f) ® (Just x) = Just (f x)
(Just f) ® Nothing = Nothing
Nothing ® _ = Nothing

Donde pure simplemente introduce un valor puro en el efecto y ® combina los valores puros
dentro del functor aplicativo, propagando las fallas. Podemos reescribir el Ejemplo 2.1, para
que refleje esta instancia:

updateSys it [Point] — Maybe [ Point]
updateSys |] = pure []
updateSys (z : xs) = pure (:) ® updatePos x ® updateSys xs

Ejemplo 2.5 (Ménada []). El functor aplicativo monédico de listas modela el efecto compu-
tacional de no determinismo o posibilidad no deterministica. La interfaz aplicativa resulta:

instance Applicative [| where
pure = (:[])
fs@azs =[(f x) | f < fs,z < x5]

pure simplemente introduce un valor puro, i.e. deterministico, en el efecto. Para definir ®, hemos
utilizado la notacién de comprension de listas [8]. Esta definicién debe interpretarse como sigue:
dada una lista de posibles funciones fs, y una lista de posibles valores (del tipo apropiado) s,
® genera la lista de resultados de todas las posibles combinaciones entre los elementos de fs y
zs. Dada la seméntica de las compresiones de listas, si fs o zs es la lista vacia ||, modelando un
efecto de computacion sin alternativa vdlida, el resultado de la combinacién serd [].



2.1.2. Functores Aplicativos Neperianos o Vectorizados

Una clase de functores aplicativos no monadicos es la que constituyen los functores aplica-
tivos vectorizados o neperianos, que se caracterizan por modelar un efecto de transposicion de
valores. El ejemplo clésico de esta clase lo consituyen las ziplists:

Ejemplo 2.6 (Ziplists). En el Ejemplo 2.2 hemos descripto a una matriz por una lista de listas,
utilizando dos operaciones peculiares: repeat y zapp. Estas definen una interfaz aplicativa para
las listas, diferente a la monddica presentada en el Ejemplo 2.5. Llamaremos ziplists a estas
listas vectorizadas. La instancia en la clase Applicative resulta:

instance Applicative [| where
pure = repeat
(®) = zapp

Dejamos al lector verificar que ésta cumple con las ecuaciones asociadas a un functor apli-
cativo. Podemos reescribir transpose reflejando las definiciones de la interfaz aplicativa, obte-
niendose la siguiente definicién:

transpose 2 [[a]] = [[a]]
transpose || = pure []
transpose (xs : xss) = pure (:) ® xs ® transpose ss

Esta construccién podria ser extendida para otros tipos: pares, vectores de longitud fija,
arboles binarios infinitos, etc, obteniéndose un efecto de transposicion especializado a la estruc-
tura particular de estos tipos de datos.

2.1.3. Acumuladores de monoides

Una tercer familia de ejemplos interesantes de functores aplicativos presentada en [41] es la
que constituyen los acumuladores de monoides o functores aplicativos monoidales. Un monoide
se implementa en Haskell mediante un tipo de datos junto con un elemento neutro y una suma,
definidos como una instancia de la siguiente clase:

class Monoid o where
g o
(®)::0o—0—0

Naturalmente se requiere ademds que @ y @ definidas en esta instancia, satisfagan las
ecuaciones de un monotde:

oY) =(z@y)®2 (¢.Assoc)
rhDT =1 (@.NeutR)
dOr =1 (@.NeutL)

Todo monoide induce un functor aplicativo acumulador, definido mediante el siguiente cons-
tructor:

newtype Acc 0o . = Acc {acc:: 0}

La interfaz aplicativa de Acc o queda determinada por la siguiente instancia:



instance (Monoid o) = Applicative (Acc o) where
pure _ = Acc @
(Ace p) ® (Ace q) = Ace (p @ q)

Donde pure devuelve el cero del monoide, @, v ® reduce los valores acumulados mediante
®. El efecto modelado por esta familia de functores aplicativos es el de acumular los valores del
monoide, de ahi surge su nombre. Ilustramos su aplicacién con un ejemplo:

Ejemplo 2.7. Consideramos el monoide de las listas , con la lista vacia ([]) como neutro y la
concatenacién (+) como suma:

instance Monoid [a] where
g =[]
(@) = (+)

Utilizaremos este monoide para acumular aplicativamente los elementos de una lista que
cumplen con cierta propiedad. Definimos entonces la funcién check como sigue:

check ::(Eq a) = (a — Bool) — [a] — Acc [a] [a]
check p [] = pure []
check p (z : zs) = pure (if (p x) then (Acc [z]) else (Acc @)) ® check xs

Por ejemplo, dada una lista de strings tomamos aquellas de longitud mayor a 42

checkStr :: [ String] — Acc [String] [ String]
checkStr = check ((>42) o length)

2.2. Combinacién de Functores Aplicativos

Los functores aplicativos proveen diferentes formas de combinarse, permitiendo construir
incrementalmente efectos mas complejos a partir de efectos mas simples, favoreciendo un diseno
de efectos incrementales donde se puede agregar diferentes efectos aislando las caracteristicas
atémicas de cada uno. En el Capitulo 5 mostraremos un ejemplo de disefio incremental donde
haremos uso intensivo de estos combinadores.

Composicién A diferencia de las mdnadas, los functores aplicativos resultan cerrados bajo la
composicion i.e. dados dos functores aplicativos C'y D el functor C' e D también es un functor
aplicativo. En Haskell, esto se refleja mediante el constructor de tipos e :: (x — %) — (¥ — %) —
(x — *):

data (Functor f, Functor g) = (f e g) a = Comp {unComp :: f (g a)}

instance (Applicative f, Applicative g) = Applicative (f ® g) where
pure = Comp o pure o pure
(Comp fs) ® (Comp xs) = Comp (pure (®) ® fs ® zs)

El hecho de ser cerrado bajo la composicion hace de ésta una herramienta simple y prdactica
para combinar efectos, permitiendo analizar granularmente las caracteristicas de cada efecto
computacional, favoreciendo un disefio incremental a nivel de los efectos. En el caso de las
monadas, no siempre resulta que la composicion de los functores subyacentes resulte una moéna-
da, por lo que se recurren a otras formas de combinar efectos como son los transformadores de
mdnadas [31, 35].



Producto de Functores Aplicativos Otra forma de combinar functores aplicativos es me-
diante el producto de dos de éllos:

data (Functor f, Functor g) = (f X g) a = Prod {71 ::f a,m3:: g a}
instance (Applicative f, Applicative g) = Applicative (f x g) where
pure = Prod (pure z) (pure x)
mf ® mx = Prod (m; mf ® m1 mx) (me mf ® my mx)

Combinadores de Acciones Aplicativas Las dos formas de combinar functores aplicativos
arriba descriptas proveen también combinadores de acciones aplicativas o computos aplicativos;
estos permiten definir modularmente las acciones aplicativas para los efectos compuestos.

(®) it (Functor m, Functor n) = (b —-nc¢) - (a—>mb)—a— (men)c
fog = Compofmapfog
(®) it (Functor f, Functor g) = (a = fb) = (a > gb) —a— (f xg)b

(f®g) a= Prod (f a) (g a)

® y ® reciben el nombre de composicién secuencial y, respectivamente, paralela de acciones
aplicativas.

2.3. Functores Traversables

Los functores traversables tienen una relacién estrecha con los functores aplicativos. Un
functor traversable es un tipo de datos paramétrico que soporta traversals o recorridos con
efectos, donde se puede entretejer una accién aplicativa paramétrica a travez del tipo de datos,
obteniendo como resultado la estructura dentro del efecto aplicativo. Cuando la accién aplicativa
es la identidad, el recorrido es simplemente una distribucion de la estructura de datos con
respecto al functor aplicativo. Representamos a los functores traversables mediante la siguiente
clase:

class Functor f = Traversable f where

traverse :: (Applicative m) = (a - m b) = f a —m (f b)
dist :: (Applicative m) = f(ma)—m(fa)
dist = traverse id

Una condicién suficiente para que pueda definirse la funcion traverse es que el tipo de
datos sea regular. Consideramos, a modo de ejemplo las instancias para algunos tipos de datos
paramétricos inductivos, como las listas y los arboles binarios:

Ejemplo 2.8 (Listas). Para listas, la instancia de traverse resulta:

traverse :: (Applicative ¢) = (a — ¢ b) = [a] — ¢ [b]
traverse f [| = pure []
traverse f (x : xs) = pure (:) ® f  ® traverse f xs

De esta definicion, podemos observar que la transposicién de matrices expresadas con ziplists
del Ejemplo 2.2, transposer, es simplemente una instancia de la distribucién dist para listas,
especializada para el functor aplicativo:

transposer :: [[a]] — [[a]]
transposer = traverse id



En el caso de la funcién updateSys del Ejemplo 2.1, esta resulta un traverse de listas, con
la accion aplicativa que actualiza la posicion de los objetos, updatePos.

updateSys :: [Point] — Maybe [ Point]
updateSys = traverse updatePos

Ejemplo 2.9 (Arboles Binarios). Consideramos arboles binarios con datos en los nodos y hojas
vacias:

data Bin a = Leaf | Node (Bin a) a (Bin a)
La instancia de traverse para éstos resulta:

traverse it (Applicative ¢) = (a — ¢ b) — Bin a — ¢ (Bin b)
traverse v Leaf = pure Leaf
traverse v (Node tl x tr) = pure Node ® traverse v tl ® v x ® traverse ¢ tr

Si consideramos el functor aplicativo acumulador de monoides, se observa que toda acu-
mulacion es en realidad un recorrido mediante traverse. Esto nos permite definir funciones
accumulate y reduce para cualquier Functor Traversable:

accumulate :: (Traversable f, Monoid o) = (z — 0) = fz — o
accumulate m = acc o traverse (Acc o m)

reduce :: (Traversable f, Monoid o) = f 0 — o
reduce = accumulate id

Ejemplo 2.10. Considerando las definiciones anteriores, podemos redefinir la funcion checkStr
del Ejemplo 2.7, obteniendo directamente la lista de cadenas cuya longitud sea mayor a 42

checkStr :: [String] — [String]
checkStr = accumulate ((>42) o length)

2.3.1. Propiedades de Traverse

Gibbons y Oliveira [22] presentan propiedades calculacionales de dist y traverse. Enuncia-
mos algunas de ellas, que nos resultaran de utilidad en los capitulos subsiguientes para probar
propiedades del operador ifold. Destacamos entre ellas los free-theorems [52] asociados a sus
tipos polimorficos:

dist o fmap (fmap k) = fmap (fmap k) o dist (Dist.MapMap)
traverse (g o f) = traverse g o fmap f (Traverse.Map)
traverse (fmap ko f) = fmap (fmap k) o traverse f (MapMap.Traverse)
traverse pure = pure (Traverse.pure)

También, se enuncian las siguientes propiedades para traverse cuando se utilizan los combi-
nadores de acciones aplicativas de la seccién anterior:
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dist o fmap Id = fmap Id o dist (Dist.Id)
dist o fmap Comp = Comp o fmap dist o dist (Dist.Comp)
traverse (Id o f) = Id o fmap f (Traverse.ld)
traverse (f © g) = traverse f ® traverse g (Traverse.©®)
traverse (f ® g) = traverse f @ traverse g (Traverse.®)

2.4. Mas sobre Functores Aplicativos

Los siguientes trabajos muestran la aplicacién de functores aplicativos en diferentes d&mbitos
no relacionados con nuestro propdsito de estudiar la recursion aplicativa. Esta lista no debe
suponerse exhaustiva.

Relacién entre Functores Aplicativos y Arrows McBride y Paterson [41] sostienen in-
cialmente que los functores aplicativos resultan una generalizacion de mdnadas menos abstracta
(v por lo tanto, mds fuerte) que los Arrows [28]. Sin embargo, Lindley et allis [37, 36] desa-
rrollan un metalenguaje llamado Arrows Calculus para estudiar la relacién entre estas tres
abstracciones, probando que en realidad los Arrows resultan més fuertes o especificos que los
functores aplicativos.

Combinadores de Parsers Swiestra [50] presenta ciertos combinadores de parsers que no
pueden definirse usando mdnadas y muestra también como, ain en el caso de trabajar con
combinadores de parsers mondadicos, las operaciones del functor aplicativo permiten describir
combinadores de parsers flexibles y versatiles.

Formlets en Links Cooper et allis [11, 12] presentan Formlets implementadas en Links [10],
un lenguaje funcional tipado y estricto pensado especificamente para disenar aplicaciones Web.
Los Formlets son templates composicionales que cuando son instanciados devuelven por un lado
el cédigo fuente de un formulario HTML y una funcién llamada colector que transforman datos
crudos procedentes de un formulario en datos estruturados e.g. en XML. Los autores muestran
que los Functores Aplicativos resultan la mejor abstraccién para modelar la seméantica de los
Formlets e implementarlos en Links.

Idris Idris [9] es un lenguaje funcional con tipos dependientes experimental implementado en
Haskell, fuertemente orientado a efectos y pensado para desarrollar sistemas que interaccionen
con el mundo exterior i.e. con soporte para I / O, redes, concurrencia, manejo de archivos etc.
La sintaxis de Idris soporta notacién do monddica y functores aplicativos implementando idiom
brackets, una notaciéon introducida por McBride y Paterson para escribir computaciones con
efectos aplicativos.
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Capitulo 3

Modelo Categorico de Tipos de
Datos

Este capitulo introduce una breve resena del modelo categérico de tipos de datos para
datatype-generic programming [2, 7, 15, 21] y del modelo de semdntica por dlgebras inicia-
les [26, 34]. Presentaremos algunos conceptos que son fundamentales para comprender el trabajo
realizado, haciendo hincapié en cémo se reflejan dichos conceptos en la implementacion.

Este modelo estd basado en Teoria de Categorias, que ha resultado una herramienta fructife-
ra para expresar modelos semanticos para lenguajes de programacion y para razonar algebrai-
camente con programas funcionales [13, 14, 25, 39].

Suponemos que el lector conoce ciertas nociones basicas de Teoria de Categorias, que pueden
consultarse en diversos textos introductorios destinados a las Ciencias de la Computacién, e.g. [5,
49]. Para un estudio mds profundo, la referencia tradicional es el conocido libro de Saunders
MacLane [38].

3.1. Preliminares

En el modelo categorico de tipos de datos se trabaja sobre una categoria base donde los

objetos de la categoria modelan los tipos de datos y las flechas modelan las funciones, i.e. una

funcién f :: A — B se representa mediante una flecha A I B.

Los constructores de tipos son representados mediante functores:

Definicién 3.1 (Functor). Dadas dos categorias C y D, un functor F : C — D esta definido
por un mapeo de objetos de C en objetos de D y un mapeo de flechas de C en flechas de D, de
modo que se verifiquen las siguientes propiedades:

A-T1.Be Arr(C) = F A " FB e Arr(D) (Functor.Cova)
FfoFg= F(fog) (Functor.o)
Fidg = idga (Functor.id)

En Haskell, implementamos los functores y su accién sobre flechas como una instancia de la
clase Functor, mediante la definicién de la funciéon fmap, presentada en el Capitulo 2.

Las transformaciones naturales, en el contexto de programacién genérica, modelan a las
funciones polimérficas paramétricas [52].

Definicién 3.2 (Transformacién Natural). Sean dos functores F, G : C — D, una transforma-
cion natural T : F = G es una familia de morfismos 7x : F X — G X € Arr(D) tal que, para
toda f: A — B € Arr(C) el siguiente diagrama conmuta:
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FA ™ GA

Fr Gf

FB 5 GB

Los conceptos de F-algebras y categorias de F-algebras, son ubicuos en la literatura de
datatype-generic programming, e.g. [2, 7, 21]:

Definicién 3.3. Sea F : C — C un endofunctor. Un F-dlgebra es una flecha ¢ : F A — A para
algiin objeto A en C, el carrier o conjunto soporte del algebra.

Definicién 3.4 (Homomorfismo de F-dlgebras). Un homomorfismo entre dos F-dlgebras ¢, v
es una flecha f: A — B en C tal que el siguiente diagrama conmuta:

FA— 1 _Fp

p "

A B
7

i.e. talque Yo F f = fodo.

Definicién 3.5 (Algr )). Podemos construir la categorfa de las F-dlgebras sobre C, Algr (c),
de la siguiente forma:

» Obj(Algr (¢)), los objetos de Algr (c), son las F-dlgebras i.e. pares de la forma (A, ¢) donde
p:FA— Ae Arr(C) y A € Obj(C).

= Arr(Algr c)), las flechas de Algr ¢y, son los homomorfismos de F-dlgebras. Como éstos se
preservan por composicion en C, la operacion de composicién serd oc. Las identidades de
C,idgy : A — A, son trivialmente homorfismos de F-dlgebras y constituyen las identidades
de .AlgF ©)-

Los dlgebras iniciales modelan los constructores de las estructuras de datos

Definicién 3.6 (Algebra Inicial). Un dlgebra inicial es un objeto inicial en Algf ) i.e. un
F-algebra tal que exista un tinico homomorfismo entre éste y cualquier otro F-dlgebra.

Suponemos trabajar en una categoria donde existe el F-dlgebra inicial para todo functor
F. Para esto, alcanza con suponer que la categoria base C es co-completa y los functores son
endofunctores co-continuos. No avanzaremos en este sentido, dado que en el resto del trabajo
no se requiere analizar detalles especificos de la semantica del modelo. Estos pueden consultarse
en [3, 26, 34].
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3.2. Semantica por F -algebras iniciales

En el contexto de las semdnticas por F-algebras iniciales [26, 34], un endofunctor F:C — C
modela la signatura recursiva de un tipo inductivo de datos. Los tipos recursivos resultan la
menor solucién de la ecuacién de punto fijo: X = F X [1, 3]. Dicha solucién estd dada por un
dalgebra inicial: ( uF ,ing : F uF — pF ).

En Haskell, codificamos a los tipos de datos como puntos fijos de sus signaturas mediante
el constructor de tipos p :: (% — %) — *:

newtype u f = In {unln:: f (unf)}

Las signaturas de los tipos de datos, son functores que capturan la estructura recursiva de
los mismos. Estos se implementan mediante constructores de tipos no recursivos, e.g. :

Ejemplo 3.1 (Naturales). Dada la representacién de los nimeros naturales mediante el si-
guiente tipo de datos:

data Nat = Zero | Suc Nat
La signatura de Nat es capturada por el functor N, implementado como sigue:

dataNz=Z7Z|S«x

instance Functor N where
fmap f Z =7
fmap f (S n)=2S(fn)

Para representar la signatura de tipos de datos polimdrficos paramétricos, necesitamos ex-
tender el concepto de functor al de bifunctor:

Definicién 3.7 (Bifunctor). Un bifunctor o functor binario es un functor sobre dos argumentos,
i.e. un bifunctor F : C x D — & esta definido por mapeos de objetos de C y D en objetos de
& y respectivamente, mapeos de flechas de C y D en flechas de £, de modo que se verifiquen
conjuntamente las condiciones de functorialidad presentadas en la Definicién 3.1, resumidas en
las siguientes propiedades:

Ao B can@), XY e An(D) — F(A4,X)"LLF (B,Y) € An(E)

(BiFun.Cova)
F(f,]{)OF(g,]): F(ng,k‘O]) (Bi:FllIl.O)
F (idA, idX) = idF(A,X) (BiFul’l.id)

En Haskell, representamos a un bifunctor mediante un constructor de tipos s :: % — % — %
y su accién sobre flechas, definida como una instancia de la clases Bifunctor:

class Bifunctor f where
bimap :: (a > b) > (c—=d)—>fac—fbd

De la definicién anterior, resulta inmediato que un bifunctor induce un functor cuando se
fija el primer parametro:
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Definicién 3.8 (Functor Paramétrico). Sea un bifunctor F: CxD — £ y X € Obj(C), definimos
al functor Fp : D — £ como:

Fa X =F (A4, X)
Fa f=F(ida, f)
En la implementacién, esto se refleja mediante la siguiente instancia genérica:
instance (Bifunctor f) = Functor (f a) where
fmap ¢ = bimap id ¢

Ahora, estamos en condiciones de representar a los tipos de datos polimérficos paramétri-
cos mediante los bifunctores que capturan su signatura. A modo de ejemplo presentamos los
bifunctores que capturan las signaturas de las listas y otras estructuras que utilizaremos en este
trabajo, mediante su implementacién:

Ejemplo 3.2 (Listas). Capturamos la signatura de las listas [a] mediante el bifunctor L,
definido como sigue:

dataLax=N|Caz

instance Bifunctor L where
bimap ¢ € N =N
bimap ¢ € (Ca b) = C (¢ a) (¢ b)

La instancia genérica para el functor parametrizado resulta:

instance Functor (L a) where
fmap f N =N
fmap f (C ab)=Cal(fD)

Ejemplo 3.3 (Arboles Binarios). Para los drboles binarios Bin a, su signatura queda determi-
nada por el siguiente bifunctor.

dataBab=DBL|BN bab

instance Bifunctor B where
bimap f g BL = BL
bimap f g (BN Lz r)=BN (g1) (fz) (g7)

La instancia genérica para el functor parametrizado resulta:

instance Functor (B a) where
fmap f BL = BL
fmap f (BN lxzr)=BN (fl)z (f r)

Ejemplo 3.4 (Tip-Trees). Consideramos drboles binarios con valores en las hojas, o Tip-Trees,
implementados por el siguiente tipo inductivo:
data Tip a = Tip a | Fork (Tip a) (Tip a)

Su signatura queda determinada por el siguiente bifunctor.
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data Tab=TLa| TN bb

instance Bifunctor T where
bimap f g (TL x) =TL(f z)
bimap f g (TN m1 m2) = TN (g m1) (g m2)

La instancia genérica para el functor parametrizado resulta:

instance Functor (T a) where
fmap f (TLx) = TL z
fmap f (TN m1 m2) = TN (f m1) (f m2)

En este trabajo representaremos como puntos fijos a tipos de datos regulares o inductivos,
éstos se caracterizan mediante declaraciones de tipo cuyos lados derechos no contienen espacios
de funciones y las ocurrencias recursivas tienen los mismos argumentos que los lados izquierdos.
Los functores (y bifunctores) que capturan las signaturas de éstos son construidos mediante
productos, sumas, constantes y functores de tipo.

3.2.1. Fold

La existencia de F-dlgebras iniciales para el functor F que modela la signatura de un tipo
inductivo permite definir al operador que captura el esquema de recursion estructural sobre ese
tipo:

Definicién 3.9 (Fold). Al inico morfismo universal entre (uF, ing) y cualquier F-algebra (A, ¢)
lo denotaremos (| Este no es otro que el conocido operador fold, o catamorfismo, [20, 29, 43|
asociado al functor F. El hecho de que por ser (¢)F una flecha (tinica y universal) de Algr (),
resulta el (inico y universal) homomorfismo entre (uF ,ing) y cualquier (4,¢ : F A — A) se
expresa mediante el siguiente diagrama conmutativo:

F uF F (#Dr F A

inE ]
wF

(oDF

Al diagrama anterior se lo conoce también como Propiedad Universal de Fold [30]. De esta
propiedad se deriva la implementacién del fold genérico:

fold ::(Functor f)= (fz —z)—=pf—z
fold ¢ = ¢ o fmap (fold ¢) o unin

Esta puede instanciarse para diferentes tipos de datos:

Ejemplo 3.5 (Listas). Para listas, el fold genérico se instancia mediante el conocido operador
foldr [8]:

foldr 2(a—=b—>b)—b—[a] > b
foldr f e [] =e
foldr f e (z:xs) = f x (foldr f e xs)
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Ejemplo 3.6 (Tip-Trees). Para Tip-Trees, el operador fold genérico se instancia mediante el
operador foldTip:

foldTip:: (b—-b—b) = (a—b)— Tipa—b
foldTip g f (Tip x) =f x
foldTip g f (Fork t1 t2) = g (foldTip g f t1) (foldTip g f t2)

Ejemplo 3.7 (Arboles Binarios). Para los arboles binarios, el operador fold genérico se instancia
mediante el operador foldBin:

foldBin::(b—-a—b—b)—>b— Bina—b
foldBin g f Leaf =f
foldBin g f (Node t1 = t2) = g (foldBin g f t1) = (foldBin g f t2)

3.2.2. Propiedades de Fold

El operador fold posee varias propiedades algebraicas que resultan ttiles para calcular pro-
gramas. Como corolario de la Propiedad Universal de Fold, se obtienen dos propiedades impor-
tantes:

Teorema 3.1 (Identidad de Fold).
(Iz'n,:\),: = id“F (FOld.Id)

Teorema 3.2 (Fusién Pura para Fold). Sean h : A — B un homomorfismo de F-dlgebras entre
dos F-dlgebras ¢ : F A — A y ¢ : F B — B, entonces:

ho(o)r = (¢)F (Fold.Pure)

Definicién 3.10 (Transformador de F-algebras). Dados dos functores F y G, un transformador
de F-dlgebras es una funcién polimérfica T : VX.(F X — X) — (GX — X) que convierte
F-algebras en G-algebras.

Como T es polimoérfica, para todo h : A — B homomorfismo de F-dlgebras entre dos F-
algebras ¢ : F A — Ay ¢ :F B — B, el siguiente diagrama conmmuta:

Gf

GA GB
T¢ Te
A F B

Intuitivamente, un transformador es una funcién polimorfica que construye cierta clase de
algebras, a partir de algebras de otra clase. Usando este concepto, podemos estudiar la compo-
sicién de funciones expresadas usando el operador fold para distintos tipos de datos, aplicando
el siguiente resultado:
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Teorema 3.3 (Acid Rain: Fusién Fold.Fold). Sea T : VX.(FX — X) - (GX — X) un
transformador de F-dlgebras. Entonces:

(ﬁ =T ’inF
—
(¥DF o (8l = (T ¥)c (Fold.Fold)

Fokkinga [17] muestra como construir transformadores especializados con mayor estructura.
Nos resultara util considerar la siguiente generalizaciéon de la propiedad anterior:

Teorema 3.4 (Acid Rain Generalizado: Fusién Fold - MapFold). Sea H un functor y T
VX.(FX — X)— (G (HX) = H X) un transformador de F-dlgebras. Entonces:

¢ =T inF
_—
H (¥)F o (¢)c = (T ¥)e (Fold.MapFold)

3.2.3. Functores de Tipo

Definicién 3.11 (Functor de Tipo). Sea D A = pFa el tipo inductivo parametrizado definido
como el punto fijo del functor Fa. El constructor D es un functor Dg : C — C, al que llamaremos
Functor de Tipo de F. Sea f : A — B, la accién sobre flechas de Dg se define como:

Dr f = (ingg oF (f,idpB)|F, (Type.Def)

Dejamos al lector verificar que esta definicién cumple con las propiedades de functorialidad
esperadas. En Haskell, el operador map genérico resulta:

fmap :: (Bifunctor f) = (a — b) = u (f a) = p (f b)
fmap f = fold (In o bimap f id)

Los functores de tipo proveen ademas una ley de fusion con fold que se deriva de la propiedad
de Acid Rain para Fold anterior. El teorema resulta:

Teorema 3.5 (Fusién Fold.Map). Sean f: A— By ¢: Fg X — X un Fg-dlgebra, entonces:

(Id)DFB © DFA f = (|¢ oF (f7 idDX)DFA (FOld'Type)
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Capitulo 4

Recursion Aplicativa

If the Grove were cut, all
wizardry would fail. The roots of
those trees are the roots of
knowledge. The patterns the
shadows of their leaves make in
the sunlight write the words
Segoy spoke in the Making

Ursula K. Le Guin,
The Finder, Tales from Earthsea

Nos proponemos caracterizar la recursion estructural aplicativa. Es decir, queremos analizar
funciones recursivas estructurales que consumen valores de ciertos tipos de datos y producen
valores embebidos en un efecto aplicativo para descubrir patrones comunes entre éstas. Parti-
cularmente, pretendemos identificar cudl es el rol de las operaciones de la interfaz aplicativa
para un functor dado en estas definiciones, y cémo se consumen y producen los valores puros.
Para ello, procedemos a definir algunos ejemplos con diferentes efectos aplicativos, analizando
detalladamente estas caracteristicas.

Ejemplo 4.1. El functor aplicativo Maybe modela las fallas como un efecto computacional.
Queremos definir una funcién que suma los reciprocos de una lista, fallando en el caso de que
haya algtin valor nulo. Interpretaremos a la generacién del reciproco de un nimero como una
accion aplicativa: si el valor es no nulo retornamos una computacién que produce su reciproco,
caso contrario indicamos la falla con Nothing:

recip :: Float — Maybe Float
recip x = if (z # 0) then pure (1 / z) else Nothing

Utilizamos esta accion aplicativa para definir la funcién sumrecips por recursién estructural:

sumrecips :: [Float] — Maybe Float
sumrecips | ] = pure 0
sumrecips (x : xs) = pure (+) ® recip  ® sumrecips s

Ademsds de la aplicacién de recip a los elementos de la lista, reconocemos la aplicacion del
L proar-dlgebra pura (4, 0) introducida en el functor aplicativo mediante pure . Este dlgebra es
el que usariamos para definir la funciéon suma usando el fold de listas, foldr, para una lista de
valores puros.
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Consideremos ahora realizar un recorrido o traversal sobre una lista con la accién aplicativa
recip usando la instancia de traverse para [], presentada en el Ejemplo 2.8. Dicha funcidn,
aplicada a una lista de ntimeros da como resultado una lista de los recirprocos dentro del
functor aplicativo, o Nothing en el caso de que uno de los valores sea nulo:

recips :: [ Float] — Maybe [ Float]
recips = traverse recip

Si observamos las definiciones de traverse, tomando f = recip, y sumrecips vemos que
éstas tienen la misma estructura, pero en la ultima se reemplaza el La-dlgebra inicial ((:),[])
por ((+),0) evitando reconstruir la lista. Podemos interpretar entonces a sumrecips como el
resultado de combinar aplicativamente un fold puro con un recorrido es decir,

sumrecips xs = pure (foldr (+) 0) ® traverse recip xs

Reemplazando de acuerdo a la definicién de fmap para un functor aplicativo (App.Map)
presentada en el Capitulo 2, obtenemos la siguiente expresién:

sumrecips = fmap (foldr (4) 0) o traverse recip

Esta tltima definicion nos refuerza la observacion que hemos hecho sobre la primer defini-
cién de sumrecips, donde reconocimos una accion con efecto aplicativo y la aplicacion de un
algebra pura. Ademds, nos permite distinguir de forma mads clara el rol de las operaciones del
functor aplicativo en ésa primer definicion, observando que éstas intervienen con dos propdsitos:
mapear un fold puro a través del efecto, y realizar un recorrido de la lista, generando una lista
de efectos. Por supuesto, esta tltima versién es menos eficiente que la primera, dado que se
construye una lista intermedia con los valores reciprocos. No obstante nos permite interpretar
composicionalmente el algoritmo.

Ejemplo 4.2. Consideramos el functor aplicativo Acumulador o Constante Monoidal: Acc a o,
introducido en la Seccién 2.1.3, con la familia de monoides determinada por las listas ([a], (+),[]).
Nos interesa recorrer un arbol binario y acumular aquellos valores almacenados que verifican una
propiedad p :: a — Bool dada. Definimos la funcién recursiva estructural take aplicativamente:

take :: (a — Bool) — Bin a — Acc [a] (Bin a)

take p Leaf = pure Leaf

take p (Node tl z tr) = pure Node ® take p tl
® (if (p x) then Acc [z] else Acc [])
® take p tr

Como hemos visto en los capitulos anteriores, cualquier acumulacién con esta familia de
functores aplicativos significan en realidad un recorrido de la estructura de datos. En efecto,
si consideramos la definicidon del operador traverse para el tipo de datos Bin a definido en el
Ejemplo 2.9, observamos que la funcién take se describe como un recorrido cuya accion aplicativa
es acumular el valor si se verifica la propiedad p o el neutro del monoide ([]), en caso contrario:

take ::(a — Bool) — Bin a — Acc [a] (Bin a)
take p = traverse (Ax — if (p x) then Acc [z] else Acc [])

Ejemplo 4.3. Consideramos el functor aplicativo de ziplists o listas vectorizadas que presenta-
mos en 2.6. Proponemos definir una funcién que dada una matriz —aproximada como una lista de
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ziplists— calcula la sumatoria de los cuadrados de los valores de las filas de la matriz transpuesta.
Es decir, queremos definir una funcién con el siguiente tipo sumSqrTrans :: [[Int]] — [Int].

Proponemos disenarla en forma modular, primero consideraremos la funcién transpose que
calcula la matriz transpuesta aplicativamente, presentada en el Ejemplo 2.6. El cédlculo de la
suma de los cuadrados de una lista de valores es una accién pura facilmente definible en funcién
del fold de listas, foldr. Para terminar de definir sumSqrTrans podemos introducirlo en el
functor aplicativo de los ziplist y combinarlo con el resultado de la transposicién, id est mapear
dicho fold sobre las filas de la matriz transpuesta:

sumSqrTrans :: [[Int]] — [Int]
sumSqrTrans = fmap (foldr (Az sqgs — = 12+ sqs) 0) o transpose

En el Ejemplo 2.8 hemos observado que la funcién transpose es una instancia de la distri-
bucién—dist —de las listas con respecto al functor aplicativo de las ziplists , y por lo tanto se
puede expresar como un recorrido con la funcién identidad, i.e. dist = traverse id. Aplicando
este resultado, obtenemos la siguiente expresion:

sumSqrTrans :: [[Int]] — [Int]
sumSqrTrans = fmap (foldr (Az sqgs — = 12+ sqs) 0) o traverse id

En estos ejemplos, reconocemos la incidencia de un patréon comin. Todas estas funciones re-
cursivas aplicativas pueden interpretarse como el resultado de mapear un fold puro luego de rea-
lizar un recorrido con una accién aplicativa. En el Ejemplo 4.2, donde la funcién sumSqrTrans
es sblo un recorrido, podemos recuperar el esquema trivialmente considerando el dlgebra inicial
y las propiedades de identidad de Functores (Functor.id) y fold (Fold.Id). En el dltimo ejem-
plo, Ejemplo 4.3, la accién aplicativa trivial en la definicién de la transposicién de matrices nos
permite observar que este patrén también contempla el caso particular de la accién pura de un
fold combinado aplicativamente con una distribucién.

Proponemos estudiar este patréon como modelo de recursién estructural con efectos aplica-
tivos. En este capitulo, derivaremos una definicién genérica y eficiente del operador a partir de
esta especificacién, y presentaremos sus propiedades calculacionales.

4.1. El operador ifold

Para definir el patrén que capture la recursién estructural aplicativa vamos a trabajar en un
mayor nivel de abstraccion, puesto que queremos encontrar una definicién genérica para dicho
operador. Con ese propdsito, representaremos los tipos de datos de forma genérica siguiendo,
siguiendo los conceptos y definiciones introducidos en el Capitulo 3.

Primero, debemos generalizar los conceptos y definiciones relacionadas con traverse, presen-
tadas en el Capitulo 2.

4.1.1. Bifunctores Bitraversables

Gibbons y de Oliveira [22] presentan una implementacién genérica de traverse, utilizando
bifunctores paramétricos para modelar la signatura de los tipos de datos y una nocién de
bidistributividad entre éstos y los functores aplicativos.

Definicién 4.1 (Bifunctores Bitraversables). Sea F un bifunctor. Decimos que F es bitraversable
si para cualquier functor aplicativo C, existe una transformacion natural 6E :F(CACX) —
CF (A, X) tal que el siguiente diagrama conmute:
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OF (4.

F(CACX) CF (A X)
F(C/Co) CF (f.9)
F(CB,CY) CF (B,Y)

OF (B,Y)

En Haskell, representamos el hecho de que un bifunctor cumple con la propiedad de ser
bitraversable mediante la siguiente clase:

class Bifunctor s = BiTraversable s where
0 :: (Applicative f) = s (f a) (f b) = f (s a b)

Esta ley distributiva se puede definir para todo bifunctor que captura la signatura de un
tipo de datos reqular y podria definirse politipicamente i.e. por induccion sobre la estructura
del functor signatura [2, 42]. A modo de ejemplo, presentamos las instancias para algunos de
los bifunctores que hemos utilizado en los ejemplos anteriores:

Ejemplo 4.4 (Listas y Arboles). Presentamos los bifunctores que capturan la signatura de las
listas L y de los arboles binarios B que introdujimos anteriormente, junto con la definicién de
la bidistribucion para éstos.

dataLab=N|Cab

instance BiTraversable L where
0N = pure N
0 (C zzs)=pure C®z® xs

dataBab=DBL|BN bab

instance BiTraversable B where
0 BL = pure BL
0 (BN tl z tr) = pure BN ® ti ® = ® tr

Esta nocién de bidistribucién permite la definicién de un traverse genérico [22]:

Definicién 4.2 (traverse). Sean F un bifunctor bitraversable, C un functor aplicativo, e ¢ : A —
C B una accién aplicativa entonces, definimos al operador traverseg ¢ : uFa — C uFg como:

traverseg © = (Cing, 00 oF (1,id))F, (Trv.Def)
En Haskell la implementacién resulta:
traverse :: (Applicative f, BiTraversable s) = (a — f b) = u (s a) = f (u (s b))
traverse f = fold (fmap In o § o bimap f id)

Otro concepto introducido por Gibbons y Oliveira en [22] que nos interesa rescatar es el
de transformacion de functores aplicativos. Preferimos el nombre de morfismo de Functores
Aplicativos puesto que consideramos que este 1ltimo refleja mejor su significado.
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Definicién 4.3 (Morfismo de Functores Aplicativos). Sean C y D dos functores aplicativos y 7
una transformacion natural T : C = D entre éstos, decimos que 7 es un morfismo de functores
aplicativos si se preserva por pure y ®, id est:

T o purec = purep (Morph.pure)
To®c = ®p o (7 X7) (Morph.®)

Estos morfismos estan estrechamente vinculados a la bidistribucion, dado que requeriremos
que ésta verifique la siguiente propiedad:

Teorema 4.1. Sea F un bifunctor bitraversable, entonces para cualquier morfismo de functores
aplicativos T : C = D se debe verificar que:

7068 =08 oF (1,7) (Morph.J)

Este requerimiento sobre §r resulta de formalizar el requerimiento de naturalidad para dist
presentado en [22].

4.1.2. Derivacion de ifold

Ahora que hemos generalizado traverse y los conceptos relacionados, disponemos de todas
las herramientas necesarias para estudiar el patrén que hemos observado en los ejemplos intro-
ductorios a este capitulo: mapear un fold puro sobre el resultado de realizar un recorrido con
una accion aplicativa. Proponemos el operador ifold, fold aplicativo o idiomdtico, como la forma
de capturar este patrén y lo caracterizamos como sigue:

Definicién 4.4 (Caracterizacién de Ifold). Sean F un bifunctor bitraversable, C un functor
aplicativo, ¢ : A — C B una accién aplicativa y ¢ : Fg X — X un Fg-dlgebra . Proponemos al
operador i f oldEAqb t: pFa — C X mediante la siguiente especificacion:

ifoldEAqb L= C(¢)ry o traverseg ¢ (Ifold.Charn)

Podemos considerar que esta caracterizaciéon de 4 foldEA es ineficiente puesto que supone la
construccién de una estructura de datos intermedia por traverse, para luego ser inmediatamente
consumida con fold. En los ejemplos introductorios al comienzo de este capitulo, hemos aventu-
rado que esta especificacién se corresponde con una funcién mas eficiente donde se reemplazan
los constructores de la estructura intermedia producida por traverse por el argumento de fold.
Vamos a verificar formalmente dicha observacién, derivando dicha definicién fusionada desde la
especificacién de i foldEA:

C (é)Fg o traverseg .
= { Def. de traverse, (Trv.Def) }

C (IquFB o (C inFg © 5& oF (s, Z'd)DFA
= { Acid Rain Generalizado, (Fold.MapFold) }

(‘C ¢ © 5[g oF (Lvid)DFA q.e.d.

Para que el ultimo paso de la derivacién sea correcto, se debe poder expresar al Fa-algebra
en la definicién de traverse como la aplicacién de un transformador de Fg-dlgebras Tg al dlgebra
inicial infg, id est:

Cingg o 5,9 oF (1,id) = Tg ingg
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De la ecuacion anterior, la definicién de Tg es inmediata. Sea & : Fg X — X, entonces:
Tg & =CEodfoF (1,id)

Aplicando Tg a ¢, se obtiene el A-dlgebra expresada en la iltima ecuacién de la deriva-
cién, obteniéndose el resultado esperado: se han reemplazado los constructores de la estructura
intermedia (el Dg-dlgebra inicial, inf,) por el Fg-algebra pura.

En conclusién, habiendo partido de la espeficicacién de @ foldEA hemos derivado formalmen-
te una funcién descripta como un fold del functor Fa sobre un Fa-dlgebra con la siguiente
estructura:

FACX)— ) _FcBCX)— 2 ~CF(B,X)—% -CXx

donde ¢ : A — C B es una accién aplicativa, 6¢ : F (C A,C X) — CF (4, X) es la bidis-
tribucién del bifunctor F respecto del functor aplicativo Cy ¢ : F (B, X) — X el Fg-dlgebra
pura que mapeamos sobre el functor aplicativo. Procedemos a definir formalmente al operador
1 foldEA mediante esta expresion.

Definicién 4.5 (Definicién de Ifold). Sean F un bifunctor bitraversable, C un functor aplicativo,
t: A — C B una accién aplicativa, y ¢ : Fg X — X un Fg-dlgebra pura. Entonces el operador
i foldEAqﬁ t queda definido como:

ifoldg,¢ = (C ¢odf oF (1,id))F, (Ifold.Def)
La implementacion genérica en Haskell resulta:
ifold :: (Applicative ¢, BiTraversable s) = (s bz —z) - (a = ¢ b) > pu(sa) = czx

ifold ¢ v = fold (fmap ¢ o d o bimap ¢ id)

Utilizamos esta definicién para revisar los tres ejemplos introductorios que hemos presentado
en este capitulo:

Ejemplo 4.5. Para las listas [a], especializando la definicién de ifold, obtenemos la siguiente
expresion para ifoldr:

ifoldr :: (Applicative ¢) = (b >z —z) w2z — (a > cb) > [a] = cx
ifoldr ¢ n ¢ [] = puren
ifoldr ¢ m v (z: xs) = pure ¢ ® L x ® ifoldr ¢ n ¢ s

Recordando la especificacién de sumrecips, sumrecips = fmap (foldr (+) 0)otraverse recip
obtenemos la expresion en funcion de ifoldr:

sumrecips = ifoldr (+) 0 recip

Si expandimos la definicion de ifold obtendremos la definicién original que habiamos proporcio-
nado para esta funcién.
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Ejemplo 4.6. Para los arboles binarios con valores en los nodos,o tip-trees, la definicién se
especializa a:

ifoldB :: (Applicative ¢) = (z -b—z—z)—z—(a—cb)—>Bina—cz
ifoldB ¢ n v Leaf = pure n
ifoldB ¢ n v (Node tl x tr) = pure ¢ ® ifoldB ¢ n ¢ tl

Pz

® ifoldB ¢ m o tr

Cuando dimos la especificacién de take, observamos que ésta funcién era en realidad sélo un
recorrido, puesto que no se consumia la estructura luego de la acumulaciéon. Entonces indica-
mos eso usando como argumento el Ba-dlgebra inicial (Node, Leaf), resultando en la siguiente
definicién:

take p = ifoldB Node Leaf (Ax — if (p z) then Acc [z] else Acc [])

Observamos entonces que los recorridos son definibles usando ifold, identificables por tener como
argumento el algebra inicial del mismo tipo de datos que se consume. En la seccion siguiente
volveremos sobre este tema, cuando estudiemos las propiedades de ifold.

Ejemplo 4.7. Revisitamos finalmente la funcion sqrModT'rans y el functor aplicativo definido
por las ziplists. Habiamos partido de la siguiente especificacion:

sumSqrTrans :: [[Int]] — [Int]
sumSqrTrans = fmap (foldr (Az sqs — = 12+ sqs) 0) o traverse id

Tomando la definiciéon de ifoldr anterior, completamos la nueva definicion para sqrModTrans
sqrModTrans = ifoldr (A\x sqs — x T2+ sqs) [] id

Expandiendo la definicién de ifoldr obtenemos una expresion recursiva estructural que se ase-
meja a la definicion de transpose, pero los constructores de listas: (:) y [] han sido reemplazados
por el algebra ((Ax s = 212+ 5),0):

sumSqrTrans i [[Int]] — [Int]
sumSqrTrans [] = pure 0
sumSqrTrans (zs : xss) = pure (Az sqs — 12+ sqs) ® zs ® sumSqrTrans xss

Hemos presentado el operador i fold, derivado a partir de una especificacién modular pero
ineficiente. Postulamos que este operador captura la recursién aplicativa, id est consumir uni-
formemente un valor de un tipo de datos traversable obteniendo un valor puro encapsulado en
un efecto aplicativo. Esta se caracteriza por la distribucién de una accién aplicativa paramétrica
que introduce efectos independientes y genera valores que son consumidos por un Fg-algebra
pura dentro del efecto. Nos proponemos estudiar las propiedades calculacionales de este ope-
rador y su utilidad para disenar modular e incrementalmente algoritmos eficientes con efectos
aplicativos.

4.2. Propiedades de ifold

Vamos a estudiar que propiedades calculacionales se pueden derivar de este operador, y
como aplicarlas para obtener funciones aplicativas eficientes. Para esto introduciremos tam-
bién algunas definiciones auxiliares sobre functores aplicativos y el modelo de seméntica por
alegebras iniciales, complementarias a las definiciones y propiedades presentadas en los Capitu-
los 2 y 3. Omitiremos las demostraciones de los teoremas de esta seccién para concentrarnos en
la aplicacién de los mismas, la mayoria de éstas demostraciones se encuentran en el Apéndice A.
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4.2.1. Recorridos via ifold

Hemos usado la definicién genérica de traverse para derivar la definicién del operador ifold.
Nos interesa mostrar que ambos son interdefinibles, ya que lo tinico necesario para definir tanto
a traverse como a ifold es la bidistribucion del bifunctor dg. Entonces, dado el operador ¢ foldCA,

podemos definir traverseg, y por lo tanto también distE como sigue:

Teorema 4.2 (Traverse como Ifold). Sea F un bifunctor bitraversable, C un functor aplicativo,
t: A — CB una accion aplicativa, entonces la siguiente también es una definicion vdlida del
operador traverseg, v : uFp — C uFg :

ifold,gAmFB L= traverseg, L (Ifold.inr)

La prueba de esta igualdad es trivial expandiendo las definiciones. Recordemos que si con-
sideramos la identidad como accién aplicativa trivial, dist = traverse id.

Teorema 4.3 (Dist como Ifold). Sea F un bifunctor bitraversable y C un functor aplicativo,
entonces las siguientes definiciones de distEA s puFca — CuFa son equivalentes:

ifoldg, ing, idca = dists, = traverser, idc (Ifold.dist)

Estas dos propiedades, aunque bastante triviales nos permiten definir recorridos genéricos
en funcién de ifold:

traverse :: (Applicative f, BiTraversable s) = (a — f b) = pu (s a) = f (u (s b))
traverse f = ifold In f

Del mismo modo, podemos dar definiciones genéricas para accumulate y reduce para el caso
particular de los Acumuladores de Monoides, generalizando las definiciones introducidas en la
Seccion 2.3 para tipos de datos expresados como puntos fijos de los bifunctores que capturan
su signatura:

accumulate :: (Monoid b, BiTraversable s) = (a — b) — p (s a) = b
accumulate p = acc o ifold In (Acc o p)

reduce it (Monoid a, BiTraversable s) = 1 (s a) — a
reduce = acc o ifold In Acc

Si bien estas definiciones y propiedades por si mismas no aportan mucho, nos van a permitir
combinar las propiedades propias de ifold con los resultados ya conocidos de los recorridos, y
considerando que éstos son funciones bastante ubicuas en la programacién funcional, ampliar
el espectro de algoritmos para los cuales estamos intentando desarrollar propiedades calculacio-
nales.

4.2.2. Leyes de ifold

Teorema 4.4 (Identidad de Ifold). Sea F un bifunctor bitraversable y C un functor aplicativo
entonces:

ifoldEAinFA purec = purec (Ifold.Id)

Esta propiedad es una consecuencia directa de las propiedades de identidad de fold (Fold.Id)
y traverse ( Traverse.pure), y su demostracion es trivial considerando estas propiedades mas
la caracterizacién de ifold, (Ifold.Charn). La podemos generalizar, reemplazando el dlgebra
inicial inf, , por un Fa-dlgebra cualquiera, obteniendo la siguiente propiedad.
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Teorema 4.5 (Accién Pura de Ifold). Sean F un bifunctor bitraversable, C un functor aplica-
tivo y ¢ : Fa X — X un Fa-dlgebra pura, entonces:

z'foldgAd> purec = purec o (P)F, (Pure.Fold)

Expresada como diagrama conmutativo, la ecuacion anterior resulta:

(#Dr
J4FA . X
purec
ifoldEA ¢ pure
CX

Este resultado nos indica que si la accién aplicativa no introduce efectos sino que simplemente
produce el valor puro dentro del efecto, entonces, como el recorrido implicito en ifold es s6lo una
inyeccién— recordar la Propiedad de Identidad de Traverse ( Traverse.pure) —, el resultado
del fold puro puede ser obtenido fuera del efecto y luego introducido mediante pure.

Teorema 4.6 (Accién Pura Compuesta). Sean F un bifunctor bitraversable, C un functor
aplicativo, f: A — B y ¢: Fao X = X un Fa-dlgebra pura, entonces:

ifoldEAgb (purec o f) = pureco (poF (f,id))r, (Pure.FoldMap)

Ezxpresada como diagrama conmutativo, la ecuacion anterior resulta:

(poF (fiid)DF,

HF

purec

ifoldf_-:A ¢ (pureco
CcX

Teorema 4.7 (Fusién Ifold Morph). Sean 7: C = D un morfismo entre los functores aplica-
tivos C y D, 1 : A — C B una accion aplicativa y ¢ : Fg X — X un Fg-dlgebra pura, entonces:

ToifoldS, ¢ 1 = ifoldR ¢ (rou) (Ifold.Morph)

Ezpresada como diagrama conmutativo, la ecuacion anterior resulta:

ifoldS ¢ ¢
IFA e CX
TX
ifoldEA¢ (1o
DX

Si tenemos en cuenta la definicién de traverse en funcion de ifold (Trv.Def), obtenemos
como corolario la siguiente propiedad para traverse:
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Corolario 4.8. Sean 7 : C = D wun momorfismo entre los functores aplicativos C y D, y
t: A— CB una accion aplicativa, entonces:

T o traverseg, v = traverseg, (T o) (Trv.Morph)

Ejemplo 4.8 (Caminos Maximales en Multidrboles). Un vendedor ambulante debe elegir la
ruta del dia de acuerdo a la informacién estadistica que posee sobre la ganancia que aportan
los diferentes caminos disponibles en su area. Esta ruta comenzard en un punto fijo de partida,
el centro de distribucion, podra atravesar algunos puntos intermedios de control, checkpoints, y
deberd terminar en alguno de los centros de devolucién, end-points.

La topologia del drea asignada al vendedor se ha codificado en un grafo bastante particular,
un multigrafo aciclico dirgido, id est un bosque dirigido con posiblemente mas de un arco entre
el mismo par de nodos. El nodo que representa al centro de distribucién tendra un sélo hijo.
Para mayor simplicidad, el resto de los nodos intermedios sera binario, es decir que tendran
a lo sumo dos nodos hijos por cada nodo padre. Los arcos tiene un identificador, y pesos que
representan la ganancia estimada para esa ruta. Veamos el siguiente ejemplo:

Queremos resolver aplicativamente el problema de encontrar la ruta que maximice las potencia-
les ganancias y calcular su potencial valor. Para esto consideremos el functor aplicativo monddico
de las listas presentado en la Seccién 2.5, que modela el efecto de no determinismo o alternativa
no determinista. Usaremos los arboles binarios Bin a de ejemplos anteriores para modelar el
grafo, siguiendo las siguientes pautas:

= Los nodos del arbol representaran los checkpoints o endpoints.

= No representaremos el punto de origen S esto implica que la cabeza del Bin a representa
al primer nodo accesible desde el centro de distribucion.

= El dato almacenado en los nodos seran los posibles caminos que conducen a él, junto con
sus respectivos pesos. Es decir, un valor del siguiente tipo: [(String, Int)].

= Un endpoint se representa por un nodo cuyos 2 hijos sean Leafs, e.g. Node Leaf xs Leaf.

» Un nodo cuyo dato almacenado sea la lista || representara a un nodo que no se puede acce-
der desde su padre, i.e. perteneciente a una diferente componente conexa. Representard un
grafo mal formado y el algoritmo debera fallar en este caso.
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Dadas estas pautas, la implementacion del ejemplo resulta:

egl :: Bin [(String, Int)]
egl = Node Leaf
[("x",3), ("y",8)]
(Node (Node Leaf
[("z",4), ("w",7), ("u", 9)]
Leaf)
[("v",11)]
Leaf)

Describiremos el algoritmo aplicativo como una composiciéon de etapas modulares y luego uti-
lizaremos las propiedades de ifold para calcular una version eficiente del algoritmo. Las etapas
resultan:

1. Transformar el multidrbol binario en una lista con todas las combinaciones posibles de
arboles binarios.

2. Calcular para cada uno de ellos, el camino maximal, retornando un par (String, Int) donde
el valor de tipo String representa al camino maximal y el valor entero su ganancia.

3. Elegir el mejor de todos ellos mediante una funcién maz :: [(¢,t1)] — Maybe (t,t1) que
nos devuelve finalmente la mejor ruta, si esta existe.

]

La primer etapa se implementa con la distribucién para Bin y el functor aplicativo [], distggm.
Esta distribucién resulta un recorrido con la funcién identidad:

stagel :: Bin [(String, Int)] — [ Bin (String, Int)]
stagel = traverse id

Por la definicién del functor aplicativo monddico [], ver pag. 6, en el caso de representar el
arbol binario a un grafo mal formado, esto es con una lista vacia almacenada en algin nodo,
la distribucién dara como resultado la lista vacia. Es importante destacar que esta etapa hace
al algoritmo muy ineficiente dado que generar todas las posibles combinaciones es muy costoso,
tanto espacial como temporalmente.

La segunda etapa consiste en calcular para cada arbol de la lista el el camino maximal.
Consideramos la funcién maxPath :: Bin (String, Int) — (String, Int) que encuentra el camino
maximal, la misma puede ser descripta facilmente con foldB. Entonces la segunda etapa es un
map de maxPath sobre una lista de arboles.

maxPath :: Bin (String, Int) — (String, Int)
mazPath = foldBin (\(zl,nl) (x,n) (xr,nr) — if (nl > nr)
then (z + zl,nl 4 n)
else (z + xr,nr + n))
(n ",O)
stage2 :: [ Bin (String, Int)] — [(String, Int)]
stage2 = map maxPath

Si consideramos la composicién de las 2 primeras etapas encontramos el patrén que carac-
teriza a un ifold. Reemplazar a esta composiciéon por un ifold eliminard la necesidad de generar
la lista con todos los posibles arboles, mejorando la eficiencia del algoritmo considerablemente:
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stagel2 :: Bin [(String, Int)] — [(String, Int)]

stagel12 = ifoldB (A\(zl,nl) (z,n) (zr,nr) — if (nl > nr)

then (z + zl,nl 4 n)
else (z + ar, nr + n))

(",0)
id

Para la tercera etapa, consideramos la funcién max que nos retorna el mejor camino, entre
los caminos maximales, si estos existen.

max i [(String, Int)] — Maybe (String, Int)

max [] = Nothing

maz (pQ(z,n): ps) = case (max ps) of
Just p2Q(y, z) — if (n > z) then (Just p) else Just p2
Nothing — Just p

Componiendo esta iltima etapa con la funcién stage21 completaremos finalmente el algoritmo:

maxRputeB1 :: Bin [(String, Int)] — Maybe (String, Int)
maxRoute = mazx o stagel?2

De la definicién de max se puede comprobar que esta funcién es un morfismo entre los functo-
res aplicativos [ | y Maybe, verificAndose las condiciones impuestas por las ecuaciones (Morph.pure)

y (Morph.®). Aplicando la propiedad Ifold.Morph a max Route, obtenemos la expresién efi-
ciente en funcién de ifoldB:

max Route = ifoldB (A(zl, nl) (z,n) (zr,nr) — if (nl > nr)

then (z + zl, nl + n)
else (z H ar,nr +n))

(.0

max

Teorema 4.9 (Acid Rain: Fusién Map Fold.Ifold). Sean F,G dos bifunctores bitraversables,

C un functor aplicativo, y Tg : VX.(Fg X — X) — (Gg X — X) un transformador de Fg-
algebras, entonces:

¢ = Tg ing,
=

C (¢)rg o ifoldg,th v =ifoldg, (Te ¢) ¢ (Map Fold.Ifold)

Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

ifoldgAw L
HGp C HFg

C (#Drg
i fozdgA (Te @) T

CX
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Esta propiedad resulta una generalizacién de la Caracterizacion de Ifold, (Ifold.Charn).
Tlustraremos su uso con algunos ejemplos.

Para que sea mas claro inferir las definiciones de los transformadores de F_)-dlgebras, escribi-
remos los ejemplos usando la representacién genérica de los tipos de datos y las implementaciones
genéricas de ifold, traverse y map.

Ejemplo 4.9. Consideremos la funcién checkBin :: (a — Bool) — p (B a) — Maybe (1 (B a))
que verifica que un arbol binario cumpla con una propiedad esperada. Esta puede expresarse
facilmente en funcién del traverse genérico.

checkBin ::(a — Bool) = u (B a) — Maybe (pu (B a))
checkBin p = traverse (Ax — if (p x) then (Just z) else Nothing)

Del resultado de este recorrido nos interesa quedarnos con algunos de los valores del arbol,
e.g. los hijos derechos de cada nodo, para almacenarlos en una lista. Definimos esta funcion, a
la que llamaremos right Prop, como el map de un fold puro compuesto con checkBin.

rightProp ::(a — Bool) = u (B a) — Maybe (p (L a))
right Prop p = fmap (fold 1) o checkBin p
where v BL =InN
Y (BN t1 z t2) =In (C z t2)

Caracterizando a esta funcién como un ifold, obtenemos la expresion:

rightProp ::(a — Bool) — u (B a) — Maybe (p (L a))
right Prop p = ifold ¢ (Ax — if (p z) then (Just z) else Nothing)
where ¢ BL =InN
Y (BN t1 z t2) =In (C x t2)

Finalmente, consideramos que el drbol binario tiene valores enteros y que nos interesa sumar
aquellos valores almacenados en la lista que genera rightProp dentro del efecto. Expresada
composicionalmente, resulta:

sumRightProp :: (Int — Bool) — p (B Int) — Maybe Int
sumRightProp p = fmap (fold ¢) o rightProp p
where ( N =0
((Cxaxs)=xz+wxs

Aplicando la propiedad (Map Fold.Ifold), se obtiene la siguiente expresién deforestada,
evitando la generacién de la lista intermedia:

sumRightProp :: (Int — Bool) — n (B Int) — Maybe Int
sumRightProp p = ifold ¢ (Az — if (p ) then (Just =) else Nothing)
where ¢ BL =0
¢ (BN t1 © t2) = x + 12

Este ultimo paso es correcto si se verifica la precondicién del teorema i.e. si podemos expresar
al Fa-algebra 1 como la aplicacién de un transformador de Lp,;-dlgebras Wy, a ing,,, de modo

tal que también resulte Wp,; ( = ¢. Derivamos la definicion de Wy,; a partir de la definicién
de :

Y (BN t1 z t2)=1In (C x t2)

Y BL =InN

31



= { n-conversién }
Y (BN t1 zt2)=(\N  (h,he) > hxt2)(In(Ayys— Cyys),In N)
¥ BL =\ (h1,h2) = ho) (In Ay ys = C yys),In N)
= { Bureka: ¢ =Wy ing,, }
¥ (BN t1 z t2) =Wip (In (A\y ys — C y ys),In N) (BN t1 z t2)
1 BL =W (In (Ay ys — C y ys),In N) BL
< { Definicién de Wy, }
Wint (f,€) = A\t — case t of
BN t1i zt2 — f xt2
BL — € ged.

Para finalizar, nos resta verificar que con este transformador se obtiene ¢:

Wlnt C
= { Definiciones de Wy,; y ¢ }
At — case t of
BN t1 z t2 — (A\z s — ¢ + xs) x t2
BL -0
= { p-conversién }
At — case t of
BN t1 z t2 — xz + t2
BL — 0
= { Definicién de ¢ , eliminacion de case }
¢ QED.

En las ultimas propiedades presentadas, hemos fusionado funciones aplicadas al resultado
de un ifold. Para el caso dual, nos interesa estudiar alguna propiedad de Acid Rain para Ifold,
similar a la presentada en el Capitulo 3 para Fold.

Sin embargo, la presencia de efectos hace que ésta no sea inmediata, dado que debemos
asegurarnos que los efectos paramétricos producidos sean los mismos tanto para la expresién
composicional como para la expresion deforestada. El hecho de que los efectos sean paramétricos
hace que esto ocurra si la cantidad de pardmetros se preserva con la aplicacion de la primer
funcién.

La primer opcién es considerar que la funcién que se aplica primero es un map de un functor
de tipo. La accién de flechas de un functor preservan la estructura, por lo que la cantidad de
pardametros se mantiene.

Teorema 4.10 (Fusién Ifold Map). Sean F un bifunctor bitraversable y Dg el functor de tipo
asociado a éste. Sea f: X — A, entonces:

ifoldg, ¢voDg f=ifoldf ¢ (tof) (Ifold.Type)

Nos interesa generalizar map a un fold aleatorio, y ademas obtener algin resultado que nos
permita preservar el efecto paramétrico, alterando sélamente el calculo del valor puro. Por lo
tanto, debemos caracterizar bao qué condiciones condiciones resulta el dlgebra indpendiente de
la accién aplicativa:

Definicién 4.6 (Gp-algebra Independiente de la Accién Aplicativa). Sea ¢ un Ga-dlgebra y

¢t : A — CB una accién aplicativa. Entonces, si ¢ resulta ¢ = Ta inf, donde Tp es un
transformador de Fa-dlgebras en Ga-algebras y ademas se cumple que:
Ta (Cingy 06 oF (1,id)) = C (Tg ingy) 0 0§ o G (1,id) (Alg.Ind)

decimos que ¢ es independiente de los efectos de .
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Una consecuencia de esta nociéon de independencia de los efectos, es que se puede alterar el
orden entre la generacion de efectos paramétricos mediante traverse y la generacion de valores
puros mediante el Ga-dlgebra. Esto se traduce al siguiente Lemma:

Lemma 4.11. Sean ¢ : A — C B una accion aplicativa y ¢ : G (A, uFa) — pFa un Ga-dlgebra
independiente de los efectos de 1. Entonces, el siguiente diagrama conmuta:

(¢Dca

PGy~ [iF,

traverseGA L tra'verse,:A [2

C pce ¢ C g

(Te inrg g

Ahora, podemos caracterizar las condiciones necesarias para enunciar una propiedad de Acid
Rain:

Teorema 4.12 (Acid Rain: Fusién Ifold.Fold). Dados F y G dos bifunctores bitraversables, y C
un functor aplicativo y v : A — C B una accion aplicativa. St phi es un Gp-dlgebra independiente
de los efectos de v, entonces:

ifoldg, ¥ 1o (g, =ifoldg, (Te ) ¢ (Ifold.Fold)

Esta se puede expresar de forma equivalente, mediante el siquiente diagrama:

(I
HGa HF,
i foldEAw L
z‘fozdgA (Te ) T
cX

. llustramos el uso de esta propiedad con algunos ejemplos:

Ejemplo 4.10. Consideramos la funcién sumRecips definida en el Ejemplo 4.6, expresada en
funcién del ifold general. Vamos a componer esta funcién con un map que genere los cuadrados
de una lista dada, obteniendo entonces la siguiente funcién:

sumSqrRecips :: [ Float] — Maybe Float
sumSqrRecips = sumrecips o map (12)

Aplicando la propiedad de Acid Rain, (Ifold.Fold), se obtiene la siguiente expresién

sumSqrRecips :: [Float] — Maybe Float
sumSqrRecips = ifoldr (Ax y — z 12+ y) 0 recip

Para probar la independencia del &lgebra de map (12) con respecto a recip, resulta con-
veniente expresar los dlgebras y el transformador en funcién del bifunctor L. La derivacion
del transformador T es inmediata inspeccionando la definicién genérica de map definida en la
péagina 18.
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Tg = (Ah — h o bimap (12) id)
=
Tg (fmap In o 6 o bimap recip id)
= { Definicién de Tg y recip }
fmap In o § o bimap (Az — if  # 0 then Just 1 / z else Nothing) id o bimap (12) id
= { Comp. Bifunctores, identidad }
fmap In o d o bimap (Az — if z # 0 then Just 1 / z else Nothing) o (12)) id
= { Algebra, Propiedades Maybe }
fmap In o § o bimap (fmap (12) o (Ax — if x # 0 then (Just 1 / x) else Nothing)) id
= { Comp. Bifunctores, Def. recip }
fmap In o § o bimap (fmap (12)) id o bimap recip id
= { Naturalidad de ¢ }
fmap In o fmap (bimap (12) id) o § o bimap recip id
= { Comp. Functores }
fmap (In o bimap (12) id) o 6 o bimap recip id
= { Definicién de TB }
fmap (TB In) o § o bimap recip id QE.D.

En las propiedades de ifold que hemos visto hasta ahora, se usaba la composicion o para
combinar funciones definidas con los operadores ifold, map y fold. Si Consideramos los combi-
nadores de acciones aplicativas ® y ® presentados en el Capitulo 2, se obtienen las siguientes
propiedades.

Teorema 4.13 (Accién Paralela). Sean F, G dos bifunctores bitraversables, C1, Co dos functores
aplicativos y 1 : A — Co B, k: A — Cy B dos acciones aplicativas, entonces:

ifoldgl ¢ L @ ifoldf2 ¢ k= ifoldg ¢ (1@ k) (Ifold.®)

Teorema 4.14 (Composiciéon Secuencial). Sean Fy G dos bifunctores bitraversables, C1 y Ca
dos functores aplicativos, yiv: A — Co By k: B — C; C dos acciones aplicativas. Entonces,
sip: F (B, uGg) — uGg es un Fg-dlgebra independiente de los efectos de k resulta:

Y = Tg ingg
e

ifoldgl ¢ K @ ifold2tp v = ifold>* (T ¢) (k1) (Ifold.®)

Si consideramos el caso particular donde el ifold que se aplica primero es un recorrido, se
obtiene la siguiente propiedad como corolario:

Corolario 4.15 (Composicién Secuencial Ifold.Traverse). Sea F un bifunctor bitraversable,
C1,Cy dos functores aplicativos y o+ : A — Co B, k : B — Cy C dos acciones aplicativas.
Entonces:

ifoldgéqﬁ K ® traverseg, L = ifoldgi'c%ﬁ om) (IfoldoTrv)
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Capitulo 5

ifold para Efectos Incrementales

Seeing, contrary to popular
wisdom, isn’t believing. It’s
where belief stops, because it
isn’t needed any more.

Terry Pratchett,
Pyramids

Vamos a ilustrar la utilidad del operador ifold mediante la construccién de un evaluador
de expresiones aritméticas incremental. Comenzaremos con un evaluador simple y agregare-
mos nuevos efectos aprovechando la composicién (e) y combinacién paralela (x) de functores
aplicativos.

5.1. Un evaluador simple

El punto de partida es un ejemplo presentado por McBride y Paterson [41]. Se construye
un evaluador para un lenguaje de expresiones aritméticas con variables, donde se entreteje un
entorno para asignarle valores a las variables libres. Introducimos el tipo de datos para las
expresiones aritméticas y definimos al entorno como una lista de pares: identificador , valor
entero:

data Exp a = Var a | Val Int | (Ezp a) : + : (Exp a)
deriving (Show, Eq, Ord)

type Env a = [(a, Int)]

Procedemos a definir el evaluador, por recursién estructural sobre el arbol de expresiones
aritméticas:

eval 2 FErp a — Env a — Int
eval (Var x) v = fetch x

eval (Val i) =i

eval (el : +:e2) v = eval el v+ eval €2 ~

Donde, fetch es la buisqueda en el entorno, definida como sigue:

fetch 2 (Eqa)=a— Enva— Int
fetch s ((t,z): zss) = if (s = t) then z else fetch s xzss
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Vamos a reescribir las ecuaciones de eval, para que tengan el siguiente tipo : EFnv a — Int |
abstrayendo el entorno. Para eso recurrimos a los combinadores K y S:

K ta— env —a
Kzy==x
S 2 (env — a — b) = (env — a) — (env — b)

Sef esy=(ef v) (es)

eval 2 Frxp a— Enva— Int
eval (Var x) = fetch z
eval (Val i) =K

eval (el : +:e2) =K (+) ‘S* eval el ‘S* eval e2

El tipo de datos (—) (Env a) es un functor aplicativo, donde K y S son respectivamente
pure y ®. Esto no deberfa sorprendernos, dado que (—) (Env a) es una ménada de entorno i.e.
enviroment monad o reader monad. Damos la instancia respectiva, dejando pendiente probar
las leyes asociadas al functor aplicativo.

instance Functor ((—) (Env a)) where
fmap g fs = (g o fs)

instance Applicative ((—) (Env a)) where
pure = K
(®) =S

Reescribimos eval reflejando la interfaz aplicativa:

eval :: (Eq a) = Ezp a — Env a — Int

eval (Var x) = fetch z

eval (Val i) = pure i

eval (el : 4 : e2) = pure (+) ® eval el ® eval e2

Nos proponemos mostrar que eval verifica el patron de recursién aplicativa que captura
ifold. Para derivar ifold, necesitamos interpretar el tipo de datos de las expresiones aritméticas
como punto fijo de su signatura. Esta esta dada por el siguiente bifunctor paramétrico:

dataEab=Ba|VInt|Abb

instance Bifunctor E where

bimap f g (Azy)=A(g9) (gy)
bimap f g (Bv) = B (fv)
bimap f g (Vi) =Vi

Para definir traverse, necesitamos que el bifunctor sea bitraversable:
instance BiTraversable E where
0 (Vi) =pure (Vi)
0 (Bz) =pure B®zx
d(Azy)=pure A®xz®y

Observamos que en la definicién de eval la accion aplicativa es la busqueda del identificador
z en el entorno, siendo efectivamente su tipo a — (Env a — Int) = a — C Int. Si consideramos
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un traversal con ésta, el resultado seria una funciéon que dado un entorno, reemplazaria en el
arbol los identificadores de variables por los valores de sus contextos.

Finalmente, podriamos combinar con ese traversal un Ep,;-dlgebra puran : Ep,; X — X que
evalia un arbol de expresiones aritméticas en el que el dato parametrico no son los identifica-
dores, sino los valores que éstos tenian asignados en el entorno. Dicho Ej-dlgebra se expresa
como:

n B Int Int — Int
n(Vi) =i
n(Bz) =z

n(Azy)=z+y
Obtenemos entonces la siguiente especificacién para el evaluador:
eval = fmap (fold n) o traverse fetch

Partiendo de esta especificacién, utilizamos la propiedad de caracterizacién Ifold.Charn
para obtener la definicién final de eval expresado en términos de ifold:

eval :: (Eq a) = p (E a) = Env a — Int
eval = ifold n fetch

5.2. Un evaluador con soporte de fallas

La version anterior de eval resulta impréactica puesto que no estd definido que ocurre si la
variable no se encuentra en el entorno. Introduciremos la posibilidad de falla mediante el uso del

functor aplicativo Maybe. El functor aplicativo entonces serd la la composicién de (Env a —) y
Maybe:

type ME a x = (((—) (Env a)) e Maybe) z

Debemos redefinir la bisqueda en el contexto, incorporando la posibilidad de falla: si la
variable buscada no se encuentra en el entorno el valor sera Nothing.

lookup ::(Eq a)= a— ME a Int
lookup x = Comp (foldr (A\(y, z) mz — if (z = y) then Just z else mz) Nothing)

Ahora debemos dar la definicién para el Ej,; -dlgebra. Observamos que esta es independiente
del efecto aplicativo, y entonces no cambia. La definicién del evaluador resulta entonces:

wrappedFEval :: (Eq a) = p (E a) - ME a Int
wrappedEval = ifold ¢ lookup
where ¢ (Vi) =i
6(Bz) —a
p(Azy)=z+y
eval :: (Eq a) = u (E a) — Env a — Maybe Int
eval =  (unComp o wrappedEval)

Dejando de lado la necesidad de desempaquetar el evaluador, como consecuencia de la im-
plementacion de la composicién de functores, observamos que el tinico cambio con respecto a la
definicién anterior es adaptar la accion aplicativa de busqueda en el contexrto para que soporte
fallas.
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5.3. Acumuladores: Contando usos de variables

Vamos a combinar los functores aplicativos de entorno, Maybe y un acumulador de listas de
pares, donde acumularemos las variables que fueron leidas del entorno, y la cantidad de veces
que fue usada. Debemos tener en cuenta que si se usa la composicién de acumuladores con otro
functor aplicativo no obtendremos nada 1util, dado que no se puede examinar el phantom type.
Entonces, debemos usar el producto entre el acumulador y Maybe, id est el functor aplicativo
sera:

type CE a z = (((—) (Env a)) @ (Acc (MonP a) x Maybe))

Debemos mostrarle al sistema de clases de Haskell que las listas de pares definen efectiva-
mente un monoide:

newtype MonP a = MonP {monp :: [(a, Int)]}
deriving Show

instance (Eq a) = Monoid (MonP a) where
%) = MonP []
(MonP zs) & (MonP ys) = MonP (foldr insert xs ys)
where insert p (] =[p]
insert (x,c) (pQ(y,n):ys) =if (x =y) then (z,c+n): ys
else p : insert (z,c) ys

Procedemos entonces a definir entonces la accién aplicativa para este efecto. Para ello mo-
dificaremos la biisqueda en el entorno para que cuando se encuentra el identificador buscado,
obtenemos el valor e incrementamos en uno la incidencia del mismo:

lookup  ::(Eq a)= a— CE a Int
lookup x = Comp (foldr (A(y,z) mz — if (z = y)
then (Prod (Acc (MonP [(z,1)])) (Just z))
else mz)
(Prod (Acc @) Nothing))

wrappedEval :: (Eq a) = p (E o) — CE a Int
wrappedEval = ifold ¢ lookup
where ¢ (Vi) =i

6 (Bz) —o
¢ (Azy)=z+y
eval 2 (Eqa)=p(E a)— Env a— (MonP a, Maybe Int)

eval t env = (acc o my,m3) ((unComp (wrappedEval t)) env)

Hemos comprobado que el uso del operador ifold permite un diseno modular e incremen-
tal de algoritmos con efectos aplicativos, donde a partir de una funcién con efectos simples,
se pueden combinar efectos aprovechando diferentes formas de combinar functores aplicativos,
obteniendo funciones con efectos mas complejos. Particularmente, destacamos como este desa-
rrollo incremental no afecta el calculo del valor puro: en las diferentes versiones de eval que
hemos implementado, el dlgebra pura es invariante, sélo la accién aplicativa ¢ cambia en cada
diseno, a medida que cambia el efecto aplicativo.

5.4. Combinadores de acciones aplicativas

En el desarrollo incremental del evaluador, hemos utilizado la composicién y producto de
functores aplicativos para obtener functores aplicativos que modelen efectos mas complejos.
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Pero, en cada instancia hemos redefinido las acciones aplicativas en forma monolitica. Vamos a
explorar el uso de los combinadores de acciones aplicativas ®,® presentados en la Seccién 2.2.

Utilizaremos el functor aplicativo identidad para recuperar el valor almacenado en el en-
torno. Entonces, procedemos a descomponer el efecto aplicativo de la siguiente forma: un efecto
computacional de busqueda en un entorno con soporte de fallas, modelado por el functor apli-
cativo (=) Env a e Maybe, compuesto con el producto del acumulador del monoide de pares
que hemos utilizado anteriormente con el functor identidad.

El functor aplicativo queda entonces definido por el siguiente tipo de datos:

type CX a z = (((—) (Env a) « Maybe) ® (Acc (MonP a) x Identity)) Int

Nos proponemos escribir la accién aplicativa para el evaluador combinando acciones aplica-
tivas que representen a cada efecto por separado. Consideramos la busqueda en el entorno con
fallas con una accién monolitica que nos devuelve el par identificador - valor y la accién que
cuenta el uso de un identificador.

lookup 2 (Eq a) = a — Env a — Maybe (a, Int)

lookup str || = Nothing

lookup str ((z,y) : xs) = if (z = str) then Just (z, y) else lookup str xs
lookupMP = Comp o lookup

accBinder :: a — Acc (MonP a) x
accBinder x = (Acc (MonP [(z,1)]))

Combinando estas acciones, obtenemos la siguiente definicion para el evaluador:

wrappedEval :: (Eq a) = p (E a) - CX a Int
wrappedEval = ifold ¢ (((accBinder o fst) @ (Id o snd)) @ lookupMP)
where ¢ (Vi) =i

¢ (Bz) ==
p(Azy)=z+y
eval 2 (Fq a) = u(E a) = Env a — Maybe (MonP a, Int)

eval t env = fmap (acc o 71, unld o m3)
((unComp o unComp o wrappedEval) t env)

Vemos entonces que el uso del operador ifold no solo nos permite un diseno incremental de un
evaluador con diferentes efectos aplicativos, sino que ademads, mediante el uso de combinadores
de acciones aplicativas podemos expresar las acciones aplicativas de efectos complejos en funcién
de acciones aplicativas méas simples, favoreciendo disefios modulares y flexibles.
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Capitulo 6

Conclusiones y Trabajos Futuros

En este trabajo hemos estudiado las caracteristicas de la recursién estructural en presencia de
efectos aplicativos, presentado el operador genérico ifold que captura dicha recursién estructural
sobre un tipo de datos recursivo cuya signatura esta determinada por un bifunctor bitraversable.

Este operador, se deriva de una especificacién composicional en la que intervienen un fold
puro y un recorrido que introduce efectos aplicativos paramétricos mediante la funcién traver-
se. Este operador implementa eficientemente dicho patréon y ademaés resulta una generalizacion
del operador traverse, ya que permite definirlo como un caso particular de recursién aplicati-
va. Adicionalmente, hemos estudiado diversas propiedades calculaciones de ifold, enunciando
y demostrando diferentes leyes de fusion para el operador que permiten deforestar expresiones
composicionales aplicativas. Finalmente, hemos mostrado como como el operador ifold puede
utilizarse para disenar modularmente algoritmos con efectos aplicativos incrementales, agregan-
do funcionalidad en cada etapa de forma sencilla y flexible.

Postulamos que el operador ifold captura la esencia de la recursion aplicativa. Cuando se
interpreta intuitivamente a las operaciones del functor aplicativo como un mecanismo para
aplicar una funcién pura a valores embebidos en un contexto con efectos computacionales,
resulta natural que la recursion aplicativa se caracterice mediante un algebra pura combinada
aplicativamente con los efectos paramétricos independientes introducidos por el recorrido con
una accién aplicativa.

Gibbons y Oliveira [22] sostienen que el operador traverse “captura la esencia del patrén
iterador” . Nuestro trabajo demuestra que los traversals o recorridos con este operador resultan
fundamentales para la definicion de la recursion aplicativa.

6.1. Trabajos Futuros

El trabajo realizado abre el camino a analizar las siguientes extensiones o trabajos futuros:

Prueba de la Inicialidad de ifold El operador ifold, tal cual lo hemos presentado en este
trabajo, es definido en términos del fold genérico. Pero, para poder asegurar que este efectiva-
mente es el fold aplicativo debemos modelar la categoria de los dlgebras aplicativos y probar que
ifold es el morfismo Unico y universal entre el dlgebra aplicativa inicial y cualquier otro dlgebra
aplicativa.

Extension de la nocién de Bifunctor Bitraversable El operador introduce efectos me-
diante una accién aplicativa paramétrica que mapeada por sobre el functor bitraversable. Esto
resulta en una limitacion si pretendemos obtener diferentes efectos para un mismo parametro,
en el caso de consumir una estructura de datos que tiene diferentes constructores con valores del
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tipo del pardmetro e.g. red-black trees. Si bien se podria evitar este problema trabajando con
tipos de datos isomorfos con un tinico constructor paramétrico y una suma de los parametros; o
utilizar sistemas con tipos de datos mds expresivos, como es el caso de los GADTs [32], o tipos
de datos algebraicos generalizados, éstas no resolverian el problema de fondo. Para esto, propo-
nemos resolver este problema extendiendo la nocién de bifunctor bitraversable generalizando la
cantidad de parametros i.e. estudiar un concepto de n-traversabilidad.

Unfold e Hylos Aplicativos Pardo [46, 47] presenta un esquema de correcursién monddica
unfold monddico, dual al fold monddico, y un esquema de recursién general monadica o hylo-
morfismo monddico, junto a las propiedades algebraicas de estos esquemas. Siguiendo esta linea,
nos interesa formular esquemas de correcursiéon y recursién general con functores aplicativos.

Fusién Short Cut Aplicativa La técnica de Short Cut Fusion [23, 24, 51], permite elimi-
nar estructuras intermedias en programas funcionales modulares definidos como composicién de
folds con buenos productores de estructuras, definidos mediante el operador build. Recientemen-
te, Ghani y Johann [18, 19, 33] y Manzino y Pardo [40] extendieron esta técnica para contextos
con efectos monddicos. Nuestra intencién es desarrollar una nocién de build aplicativo, estudiar
su comportamiento cuando es combinado con el operador ifold y derivar propiedades de fusién.
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Apéndice A

Demostraciones de las propiedades

de ifold

There Be Dragons!

A continuacién, completamos las demostraciones de las propiedades de Ifold presentadas en
el Capitulo 4.

Teorema A.1 (Accién Pura de Ifold). Sea F un bifunctor bitraversable, C un functor aplicativo
y¢:Fa X — X entonces:

z'foldEAdJ purec = purec o (P))F, (Pure.Fold)

Demostracién:
Expandiendo el diagrama con la Caracterizacion de Ifold (Ifold.Charn), este resulta:

(¢Dr
HFa . X

ifoldEA ¢ pure purec

traverser purec

C CX
HFaA Cor,

ifold,gAgf) purec
= { Caracterizacién de ifoldEA: (Ifold.Charn) }

C (@)F, otraverser purec
= { Identidad para traverse[22] }

C (éDry ©purec
= { Propiedades (App.Map),(App.Homo)}

purec o (#)F, QE.D.
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La justificacion del dltimo paso se obtiene luego de interpretar en forma point free las
siguientes propiedades conocidas de los functores aplicativos:

fmap f x = pure f ® z (App.Map)
pure f ® pure x = pure (f x) (App.Homo)

Alternativamente, también se puede justificar este paso por la naturalidad de pure, si conside-
ramos esta como una transformacién natural entre el functor identidad y el functor aplicativo
Cie. purec: 1= C.

Teorema A.2 (Accién Pura Compuesta). Sean F un bifunctor bitraversable, C un functor
aplicativo, f: A— B y ¢: Fa X — X un Fa-dlgebra pura, entonces:

ifoldE, ¢ (purec o f) = pureco (¢ oF (f,id))r, ((Pure.FoldMap))

Demostracion:
Debemos probar que el siguiente diagrama conmuta:

(¢oF (fid)Dry

HFa

purec

ifoldEA ¢ (pureco

cCX

ifoldg, ¢ (purec o f)

= { Caracterizacién de i foldcA7 (Ifold.Charn) }
C (¢)Fg o traverseg (pureco f)

= { Free Theorem de traverse, ( Traverse.Map). }
C (¢)Fg o traverseg purec o Dg f

= { Caracterizacién de ifoldEB, (Ifold.Charn) }
ifoldEBquurec oDg f

= { Accién Pura de ifold, (Pure.Fold) }

purec o (9, ©Dr f
= { Fusién Fold - Map, (Fold.Type) }

purec o (poF (f,id))r, QED.

Teorema A.3 (Fusién Pura para Ifold). Sean 7: C = D un homomorfismo entre los functores
aplicativos C y D, + : A — C B una accién aplicativa y ¢ : Fg X — X un Fg-dlgebra pura,
entonces:

Toifolds, ¢ L =ifoldR, ¢ (1 o) (Ifold.Morph)
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Demostracién:
Expandiendo las definiciones con (Ifold.Charn), obtenemos siguiente diagrama:

CX

ifoldS ¢ o
A C (6Drg

C (urg )

TaAvVerser L

HE, Trrg TX

W

i foldEA¢ (ror

D (:U’FB )

DX

Procedemos a probar que las definiciones conmutan:

ToO z'foldEA¢ L

= { Caracterizacién de i foldEA, (Ifold.Charn) }
70 C (@) py o traverser ¢

= { Naturalidad de T }

D (@) py o T o traverser ¢
- { Definicién de traverseg (Trv.Def) }

D (¢Dry o 7o (Cinrg 0 0F oF (1,id))r,

= { Fusién pura para Fold, Fold.Pure }
D (@) ry o (D ingg o 62 oF (tou, id)[)F,

= { Definicién de traverseg (Trv.Def) }
D (@) Fp o traverseg (T o)

= { Caracterizacién de i foldDA, (Ifold.Charn) }

ifOldEA (TOL) Q.E.D.

Para justificar el uso correcto de la propiedad de Fusién pura para Fold, nos resta verificar
que 7 es un homomorfismo de Fp-algebras, id est verificar que se cumple la siguiente ecuacién:

T70Cing, 00f oF (1,id) = Ding, 002 oF (Tou,id)oFa 7x

Esta queda probada por la conmutatividad del siguiente diagrama:
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F(ACX)— 2™ _F(A,DX)
F (¢,id) F (7ou,id)

F(CB,CX)— ™™ ¢ (DB,DX)

8¢ 6P
CF(B,X)— "% _DF(B,X)
C ingg D inr,

CX - D X

El rectangulo inferior conmuta por la naturalidad de 7, el central por la propiedad de preser-

vacién de la distribucién por homomorfismo de functores aplicativos, (Morph.J), y el superior
por la bifunctorialidad de F QEgp.

Teorema A.4 (Ley de Fusién Map Fold - Ifold). Sean F, G dos bifunctores bitraversables, C un

functor aplicativo, y T : VA X.(FA X — X) — (Ga X — X)) un transformador de F y-dlgebras,
entonces:

Y = Tg inF,
—
C (¢)rg o ifoldg, 1 = ifoldg,(Te ¢) ¢ (Map Fold.Ifold)
Demostracién:

Tenemos que verificar la conmutatividad del siguiente diagrama:

HGa

i foldgAw v

z‘foldgA (To)e

C uag
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C (¢)rg o ifoldg, v ¢
= { Caracterizacién de ifoldg,: (Ifold.Charn) }

C(o)rs © C(¥)gg o traverseg t
= { Functorialidad de C }

C((#DFg © (¥)gg ) o traverseg ¢
- { Hypothesis }

C((¢)rg © (TeinF, g ) © traverseg t
- { Acid Rain para Fold (Fold.Fold) }

C (T ¢)gg © traverseg t
= { Caracterizacién de ifoldS .. (Ifold.Charn) }

ifolds, (T #) ¢ qED.

Teorema A.5 (Fusion Ifold Map). Sean F un bifunctor bitraversable y D el functor de tipo
asociado a éste. Sea f: X — A, entonces:

ifolds, ¢1oDf f=ifoldg,¢(vof) (Ifold.Type)

Demostracion:

ifoldg, ¢voDf f

= { Caracterizacion de i foldCA, (Ifold.Charn) }
C (¢)rg © traverseg v o Dg f

= { Free Theorem de traverse, ( Traverse.Map). }

C (¢)rg o traverser (vo f)
= { Caracterizacion de i fold%x, (Ifold.Charn) }

z‘fold%x (tof) QED.

Lemma A.6. Sean t: A — C B una accion aplicativa y ¢ : G (A, uFp) — pFa un Ga-dlgebra
independiente de los efectos de 1. Entonces, el siguiente diagrama conmuta:

(=19
HGa HFA

z‘foldgA (Te inFg) ¢

traverseg L traverser v

C piGg C pirg

C (Te inrg g

Demostracion:
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traverser ¢ o (P))g,

= { Hypothesis }
traverser v o (|(Ta inF,)|)c,

= { Definicién de traverseg , (Trv.Def) }
(Cingg o 0F oF (,id))r, © ((Ta ing,)De,

- { Acid Rain para Fold (Fold.Fold) }
(Ta (Cingg 0 6 ©F (1,id)))e,

= { ¢ independiente de ¢, (Alg.Ind) }
(C (Tg ingy) 0 3¢ 0 G (¢,id))g,

— { Definicién de ifoldg,, (Ifold.Def) }
ifoldg, (Te ingy) L

= { Caracterizacién de i foldS .» (Ifold.Charn) }
C ((Te inrg)ey o traversegt QED.

Teorema A.7 (Acid Rain: Ley de Fusién Fold - Ifold). Dados F y G dos bifunctores bitraver-
sables, y C un functor aplicativo y ¢ : A — C B una accion aplicativa. Si ¢ es un Ga-dlgebra
independiente de los efectos de 1, entonces:

ifoldg, ¥ vo (), =ifoldg, (Te ¥)e (Ifold.Fold)

Demostracion:
Tenemos que probar que el siguiente diagrama conmuta:

i foldgA (Te¥)e

(¢Dca

HGy ———— HF,

i foldEAw L

traverseg .
C(¥)rg

C prg

CX

traverseg

C gy ¢

B
(Te inrg ey

C(Te ¥)cg
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i.foldg, v 10 (¢)c,

= { Caracterizacién de ifoldg,, (Ifold.Charn) }
C (¢ py o traverser v o (P)c,

- { Hypothesis: ¢ = Tp ing, }
C (¢ gy o traversep v o (Ta ing,|)c,

- { Lemma 4.11 }
C(¢)ry o C(Te inpgllcy o traverseg ¢

- { C functor, (Functor.o) }

C ((¥)Fg o (Te inFg )Gy ) © traverseg t
= { Acid Rain para Fold, (Fold.Fold) }
C(Te ¢)gg o traverseg

= { Caracterizacién de i folds .» (Ifold.Charn) }
ifoldg, (Te ¥) ¢ QED.

Teorema A.8 (Accién Paralela). Sean F,G dos bifunctores bitraversables, C1,Co dos functores
aplicativos y 1 : A — Co B, k: A — Cy B dos acciones aplicativas.

ifoldgl ¢ L @ ifoldf2 ¢ k= ifolde ¢ (1@ k) (Ifold.®)
Demostracion:

ifoldg* ¢ (L ® k)

= { (Ifold.Charn) }
Cy1 X Co (@)F o traverse (1 ® k)

= { Prop.de traverse, ( Traverse.®) }
C1 x Co (@)F o (traverse v @ traverse k)

= { Functorialidad de x }
C1 x Co (@)F o traverse t @ C1 x Cy (@)F o traverse

= { (Ifold.Charn) }

ifoldg!¢ L @ifolde¢ i QE.D.
Teorema A.9 (Composicién Secuencial). Sean Fy G dos bifunctores bitraversables, C; y Cp

dos functores aplicativos, y1: A — Co By k: B — C; C dos acciones aplicativas. Entonces,
st F (B, uGg) — uGg es un Fg-dlgebra independiente de los efectos de k resulta:

P =TEg MGe
—

ifoldgi ¢ k ®ifoldg2ty v = ifold2* (T ¢) (k1) (Ifold.o)
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Demostracion:

ifoldgl ¢ k ®ifoldg2e .

— { Definicién de ©® }
C (ifoldg: ¢ k) oifoldSe o

= Caracterizacion de ¢ foldcz: Ifold.Charn

Fa

C (ifold%éd) k) o Ca (¢ py o traverse ¢

= { Cz functor, (Functor.o) }
C (ifoldg;gb ko (¢ py) o traverse ¢

= { Hypothesis }
C (ifoldngQS ko (Te ingg ) Fy) o traverse

= { Acid Rain para Ifold, (Ifold.Fold) }
Cy (ifoldg! (Te ¢) k) o traverse ¢

- { (Ifold.Charn) para ifoldg® }

C2 (C1 (Te @) py o traverse k) o traverse ¢

= { Cz functor, (Functor.o) }
Cr0Cy (Te @)y, © Co traverse k o traverse ¢

= { Definicién de ® }
Co 0 Cy (TE @) Fy, o (traverse k © traverse v)

= { Prop. de traverse, ( Traverse.®) }
Cr0Cy (Te @)y, © traverse (k © 1)

= { (Ifold.Charn) para i foldg2*“ }

ifoldEf\'Cl (Te¢) (k®L) QED.
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