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Resumen

Una práctica habitual en el paradigma de programación funcional es el uso de operadores o
esquemas de recursión para estructurar algoritmos. Éstos son funciones de alto orden que cap-
turan patrones de recursión comunes a las estructuras de datos que manipulan e.g. map, fold,
y que se derivan de la interpretación categórica de los tipos de datos recursivos. El uso de estos
operadores para estructurar programas funcionales resulta beneficioso, ya que permite apro-
vechar las propiedades algebraicas asociados de dichos operadores para derivar leyes genéricas
para calcular programas eficientes y correctos.

Los functores aplicativos son una abstracción que modela efectos computacionales en len-
guajes funcionales puros e.g. entrada/salida, fallas, no determinismo. Los functores aplicativos
generalizan el concepto de mónada y favorecen un estilo aplicativo de programación.

Este trabajo propone una caracterización de la recursión estructural con efectos aplicativos.
Presentaremos un operador genérico, al que denominamos ifold, que captura la esencia de la
recursión estructural aplicativa. Además, presentaremos algunas propiedades calculacionales de
este operador que permiten fusionar algoritmos aplicativos y mostramos algunos ejemplos de la
aplicación de dichas reglas. Finalmente, mostraremos como este operador puede utilizarse para
diseñar modularmente algoritmos con efectos aplicativos incrementales, agregando funcionalidad
en cada etapa de forma sencilla y flexible.
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y su Aritmética General de bolsillo.

Farther west than west
beyond the land
my people are dancing
on the other wind.

Ursula K Leguin,
The Other Wind
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3.2. Semántica por F -álgebras iniciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.2.1. Fold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2.2. Propiedades de Fold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2.3. Functores de Tipo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4 Recursión Aplicativa 19
4.1. El operador ifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.1.1. Bifunctores Bitraversables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.1.2. Derivación de ifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.2. Propiedades de ifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.2.1. Recorridos via ifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.2.2. Leyes de ifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5 ifold para Efectos Incrementales 35
5.1. Un evaluador simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
5.2. Un evaluador con soporte de fallas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
5.3. Acumuladores: Contando usos de variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5.4. Combinadores de acciones aplicativas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

6 Conclusiones y Trabajos Futuros 40
6.1. Trabajos Futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

v



A Demostraciones de las propiedades de ifold 42

Bibliograf́ıa 50

vi



Agradecimientos

It is good to have an end to
journey towards, but it is the
journey that matters in the end

Ursula K Leguin,
The Left Hand of Darkness
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Caṕıtulo 1

Introducción

This is a story about magic and
where it goes and perhaps more
importantly where it comes from
and why, although it doesn’t
pretend to answer ANY of these
questions

Terry Pratchet,
Equal Rites

Un problema recurrente en las Ciencias de la Computación es la necesidad de buscar un
balance entre el diseño de programas simples que implementen correctamente una especificación
y el diseño de programas monoĺıticos eficientes, que usualmente resultan dificiles de comprender
y de mantener y por lo tanto propensos a contener errores.

Uno de los beneficios más promocionados del paradigma de programación funcional es cómo
este permite construir fácilmente programas grandes y complejos mediante la combinación de
otros más pequeños y simples. [27]. Este enfoque composicional favorece el diseño de algoritmos
fáciles de comprender y de modificar.

Sin embargo, esta estrategia modular puede dar como resultado programas mucho más
ineficientes que sus contrapartes monoĺıticas, dado que una expresión composicional supone la
creación de una estructura de datos cuyo único propósito es ser consumida inmediatamente.
Con el fin de resolver este problema se han desarrollado técnicas formales que permiten calcular
correctamente definiciones eficientes en las que no se generan las estructuras intermedias.

Entre estas técnicas se destacan las que permiten fusionar funciones o programas. Se conoce
como fusión de programas al proceso de reemplazar la composición modular de programas por
uno monoĺıtico más eficiente. Entre las diferentes técnicas de fusión, nos interesa la conocida
como deforestación [53]. Ésta consiste en la eliminación de las estructuras de datos intermedias
que se generan por la composición de funciones. Un aspecto muy intersante de esta técnica
es que involucra reglas automatizables que pueden integrarse al compilador de un lenguaje,
resultando en optimizaciones transparentes al diseño de un programa.

Otra herramienta común en un lenguaje funcional es el uso de operadores o esquemas de
recursión. Estos son funciones de alto orden que capturan patrones de recursión comunes a las
estructuras que manipulan e.g. map, fold [8, 29] y que se derivan de la interpretación categórica
de los tipos de datos recursivos. El uso de estos operadores para estructurar programas fun-
cionales resulta beneficioso porque permite aprovechar las propiedades algebraicas asociadas a
éstos para derivar leyes genéricas aplicables a la deforestacion de programas.
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Alternativamente se pueden estructurar los programas funcionales de acuerdo a los efectos
que estos producen. Una forma de hacer esto es usando mónadas. Moggi [44, 45] utilizó móna-
das como una abstracción para modelar la semántica de diferentes efectos computacionales
e.g. entrada/salida, asignaciones de variables, estado. Luego, Wadler [54, 55] las utilizó como
una herramienta para estructurar programas funcionales con efectos computacionales asociados
frecuentemente a lenguajes imperativos en lenguajes funcionales puros. Esto ha motivado a dife-
rentes autores a investigar diferentes esquemas de recursión en contextos mónadicos [16, 46, 47]
y al estudio de técnicas de deforestación que involucran efectos monádicos [18, 19, 33, 40].

Recientemente, McBride y Paterson [41] presentaron una nueva estructura para modelar
efectos computacionales llamada functores aplicativos. Éstos resultan una generalización de las
mónadas que favorecen un estilo aplicativo de programación. Gibbons y Oliveira [22] presen-
taron propiedades calculacionales del operador traverse, que realiza recorridos o traversals de
estructuras de datos con acciones con efectos aplicativos.

Este trabajo propone una caracterización genérica de la recursión estructural con efectos
aplicativos, es decir una caracterización de funciones recursivas estructurales que consumen
uniformemente valores de ciertos tipos de datos y producen valores embebidos en un efecto
aplicativo. A partir del estudio de patrones comunes que presentan estas funciones, derivamos
un operador genérico, al que llamamos ifold, que captura la esencia de la recursión estructural
aplicativa.

Además, presentaremos algunas propiedades calculacionales de este operador, que permiten
fusionar algoritmos aplicativos modulares eliminando la generación de estructuras intermedias
y mostramos algunos ejemplos de la aplicación de estas reglas. Finalmente, mostraremos como
este operador permite separar el cálculo de valores puros de la generación de efectos aplicati-
vos y como éste puede utilizarse para diseñar modularmente algoritmos con efectos aplicativos
incrementales, agregando funcionalidad en cada etapa de forma sencilla y flexible.

El resto de este trabajo se organiza como sigue:

El Caṕıtulo 2 introduce los Functores Aplicativos, presentando una reseña de los conceptos
y resultados presentados en [41]. También, se presentan los resultados calculacionales para
los traversals o recorridos sobre Functores Traversables desarrollados en [22].

El Caṕıtulo 3 presenta una reseña del modelo categórico de tipo de datos para data
type generic programming y el modelo de semántica por álgebras iniciales, presentando
el operador fold genérico y sus propiedades algebraicas, que constituyen los fundamentos
matemáticos formales para el trabajo realizado.

El Caṕıtulo 4 presenta una caracterización del patrón de recursión estructural aplicativa,
mediante la derivación del operador genérico ifold junto con sus propiedades para calcular
programas con efectos aplicativos. Presentamos también algunos ejemplos de la aplicación
de estas propiedades.

El Caṕıtulo 5 analiza el uso del operador ifold para diseñar algoritmos aplicativos con
efectos incrementales.

El Caṕıtulo 6 presenta las conlusiones de este trabajo y los posibles trabajos futuros.

El Apéndice A proporciona las demostraciones de las propiedades del operador ifold pre-
sentadas en el Caṕıtulo 4.
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Caṕıtulo 2

Functores Aplicativos

En este caṕıtulo describiremos el concepto de Functor Aplicativo, introducido por McBri-
de y Paterson en [41], una estructura que permite caracterizar en forma abstracta un estilo
de programación aplicativa en programas funcionales con efectos computacionales. Presentare-
mos también las diferentes clases de functores aplicativos y las herramientas para combinarlos,
que los convierten en una abstracción práctica y flexible para diseñar efectos computacionales
incrementalmente.

Además, presentaremos a los Functores Traversables, una clase de tipos de datos relacionadas
con los functores aplicativos que soportan una noción de traversal o recorrido con efectos,
mediante la función traverse. Repasaremos también, algunas de las propiedades calculacionales
de traverse presentadas por Gibbons y Oliveira [22] que nos resultarán de gran utilidad en
nuestro propósito de estudiar la recursión aplicativa.

Los functores aplicativos o idioms intuitivamente modelan la aplicación de funciones puras
a valores embebidos en un contexto con efectos, o idiom. Antes de dar su definición concreta,
mostraremos un par de ejemplos:

Ejemplo 2.1 (Seguimiento en un Mapa). Supongamos un sistema de control que mantiene una
lista de objetivos de interés, representados por un tipo abstracto de datos Point . El seguimiento
de cada objeto se realiza mediante una función updatePos :: Point → Maybe Point que devuelve
la nueva posición del objeto o Nothing , en el caso de que este se encuentre fuera del alcance del
sistema. Modelamos la actualización del sistema con la siguiente función:

updateSys :: [Point ]→ Maybe [Point ]
updateSys [ ] = Just [ ]
updateSys (x : xs) = case (updatePos x , updateSys xs) of

(Just p, Just ps)→ Just (p : ps)
→ Nothing

La segunda ecuación en la definición de updateSys realiza análsis por caso del resultado de
actualizar la posición del objeto y de la llamada recursiva y recombina los valores si no hubo
algún error. Podemos reescribir la definición de la función en un estilo más aplicativo:

updateSys :: [Point ]→ Maybe [Point ]
updateSys [ ] = Just [ ]
updateSys (x : xs) = Just (:) ‘mbApp‘ updatePos x ‘mbApp‘ updateSys xs

where mbApp :: Maybe (s → t)→ Maybe s → Maybe t
mbApp (Just f ) (Just x ) = Just (f x )
mbApp = Nothing

3



Donde mbApp extiende la aplicación de funciones puras dentro de Maybe, obteniendo una
definición de updateSys en un estilo aplicativo.

Ejemplo 2.2 (Transposición de Matrices [41] ). Supongamos una representación de matrices
usando listas de listas, e..g [[Int ]]. Sean las siguientes funciones:

repeat :: a → [a ]
repeat x = x : repeat x

zapp :: [s → t ]→ [s ]→ [t ]
zapp (f : fs) (x : xs) = f x : zapp fs xs
zapp = [ ]

Donde repeat genera una lista infinita de valores puros y zapp aplica una lista de funciones
a una lista de valores (de idéntica longitud). Utilizando estos dos operadores se puede definir la
función que calcula una matriz transpuesta como:

transpose :: [[Int ]]→ [[Int ]]
transpose [ ] = repeat [ ]
transpose (xs : xss) = repeat (:) ‘zapp‘ xs ‘zapp‘ transposer xss

Analizaremos ciertas caracteŕısticas comunes de ambos ejemplos. Primero, reconocemos la
acción de una operación que inserta un valor puro en el idiom propio de cada ejemplo: Just
y repeat . Si abstraemos el constructor de tipos, los tipos de estas funciones tienen la siguiente
forma a → c a donde c representaŕıa respectivamente a Maybe y [ ]. Además, reconocemos una
segunda operación que modela la aplicación de funciones dentro del contexto: mbApp y zapp.
Con un razonamiento similar al anterior, los tipos de estas resultan c (s → t) → c s → c t .
Formalizaremos estas operaciones, introduciendo el concepto de functor aplicativo.

2.1. Functores Aplicativos

Un Functor Aplicativo es un constructor de tipos f :: ∗ → ∗ con dos operaciones asociadas,
representadas en Haskell mediante la siguiente clase:

class (Functor f )⇒ Applicative f where
pure :: a → f a
(~) :: f (s → t)→ f s → f t

Intuitivamente, pure introduce valores puros dentro del efecto representado mediante f , y
~ modela la aplicación de funciones dentro del efecto. Se requiere, adicionalmente, que las
instancias de éstas verifiquen las siguientes ecuaciones:

pure id~ u = u (App.Identity)

pure f ~ pure x = pure (fx) (App.Homo)

pure (◦) ~ u~ v ~ w = u~ (v ~ w) (App.◦)
u ~ pure x = pure(λf → (f x )) ~ u (App.Intr)

Cualquier instancia de un functor aplicativo resulta un functor. En Haskell, un functor es un
constructor de tipos f ::∗ → ∗, que puede instanciarse en la clase Functor mediante la definición
de su acción sobre flechas, fmap:
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class Functor f where
fmap :: (a → b)→ f a → f b

Profundizaremos sobre este concepto en el Caṕıtulo 3. La función fmap para un functor aplica-
tivo debe verifica la siguiente ecuación:

fmap f x = puref ~ x (App.Map)

McBride y Paterson muestran que los functores aplicativos generalizan a las mónadas, dado
que toda mónada define un functor aplicativo y muestran que existen dos clases diferentes de
functores aplicativos no monádicos. A continuación, presentamos en detalle estas tres clases de
functores aplicativos, junto con algunos ejemplos que usaremos en el desarrollo de este trabajo.

2.1.1. Functores Aplicativos Monádicos

Como hemos mencionado anteriormente, el concepto de mónada tiene su origen en la Teoŕıa
de Categoŕıas,[4, 38] y su uso en el ámbito de semántica de los lenguajes de programación fue
propuesto por Moggi [44, 45] para modelar efectos computacionales y luego fue utilizado por
Wadler [54, 55] y otros [6, 48] como una herramienta para estructurar programas funcionales
con efectos en lenguajes funcionales puros.

En Haskell, una mónada es un tipo de datos paramétrico junto a las siguientes operaciones:

class Monad m where
return :: a → m a
(>>=) :: m a → (a → m b)→ m b

Donde return tiene el mismo comportamiento que pure: insertar un valor puro en el efecto,
y (>>=), pronunciada bind, secuencializa dos computaciones monádicas. return y (>>=) deben
verificar además ciertas propiedades, las leyes monádicas.

Para cualquier mónada m podemos definir un operador ap :: m (s → t) → m s → mt que
toma una función embebida en un efecto monádico y un valor monádico y devuelve el resultado
de aplicar la función al valor dentro del efecto, luego de secuencializar los efectos:

ap :: (Monad m)⇒ m (s → t)→ m s → m t
ap mf mx = mf >>= λf → mx >>= λx → return (f x )

Esta función tiene el comportamiento esperado para el operador ~ para un functor apli-
cativo. Podemos entonces, definir un functor aplicativo para toda mónada m de la siguiente
forma:

instance (Functor m,Monad m)⇒ Applicative m where
pure = return
(~) = ap

Dejamos al lector la demostración de que se verifican las ecuaciones que rigen a los functores
aplicativos definidas anteriormente. Los fu nctores aplicativos monádicos secuencializan el efecto
modelado por la mónada pero, la estructura de la computación es fija, a diferencia de la interfaz
monádica donde, por el tipo de >>=, se permite que la segunda operación monádica dependa
del valor puro calculado dentro de la primer computación monádica.

A continuación, mostramos algunos functores aplicativos monádicos que utilizaremos en los
ejemplos de esta tesina:
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Ejemplo 2.3 (Functor Identidad). El functor aplicativo monádico Identidad es simplemente
un wrapper para un valor puro. Se define mediante el siguiente constructor de tipos:

data Identity a = Id {unId :: a }

La función de los operadores de interfaz aplicativa es simplemente empaquetar y desempa-
quetar los valores puros:

instance Applicative Identity where
pure = Id
(Id f ) ~ (Id x ) = Id (f x )

Si bien Identity no introduce ningún efecto computacional, resultará de gran utilidad para
almacenar valores puros cuando se combinan diferentes efectos.

Ejemplo 2.4 (Mónada Maybe). El functor aplicativo monádico Maybe modela las fallas como
un efecto computacional. Se define mediante el siguiente constructor de tipos:

data Maybe a = Nothing | Just a

Es decir, un valor Maybe a puede ser un valor de tipo a o una falla. La interfaz aplicativa
resulta:

instance Applicative Maybe where
pure = Just

(Just f ) ~ (Just x ) = Just (f x )
(Just f ) ~ Nothing = Nothing
Nothing ~ = Nothing

Donde pure simplemente introduce un valor puro en el efecto y ~ combina los valores puros
dentro del functor aplicativo, propagando las fallas. Podemos reescribir el Ejemplo 2.1, para
que refleje esta instancia:

updateSys :: [Point ]→ Maybe [Point ]
updateSys [ ] = pure [ ]
updateSys (x : xs) = pure (:) ~ updatePos x ~ updateSys xs

Ejemplo 2.5 (Mónada [ ]). El functor aplicativo monádico de listas modela el efecto compu-
tacional de no determinismo o posibilidad no determińıstica. La interfaz aplicativa resulta:

instance Applicative [ ] where
pure = (:[ ])

fs ~ xs = [(f x ) | f ← fs, x ← xs ]

pure simplemente introduce un valor puro, i.e. determińıstico, en el efecto. Para definir ~, hemos
utilizado la notación de comprensión de listas [8]. Esta definición debe interpretarse como sigue:
dada una lista de posibles funciones fs, y una lista de posibles valores (del tipo apropiado) xs,
~ genera la lista de resultados de todas las posibles combinaciones entre los elementos de fs y
xs. Dada la semántica de las compresiones de listas, si fs o xs es la lista vaćıa [ ], modelando un
efecto de computación sin alternativa válida, el resultado de la combinación será [ ].
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2.1.2. Functores Aplicativos Neperianos o Vectorizados

Una clase de functores aplicativos no monádicos es la que constituyen los functores aplica-
tivos vectorizados o neperianos, que se caracterizan por modelar un efecto de transposición de
valores. El ejemplo clásico de esta clase lo consituyen las ziplists:

Ejemplo 2.6 (Ziplists). En el Ejemplo 2.2 hemos descripto a una matriz por una lista de listas,
utilizando dos operaciones peculiares: repeat y zapp. Estas definen una interfaz aplicativa para
las listas, diferente a la monádica presentada en el Ejemplo 2.5. Llamaremos ziplists a estas
listas vectorizadas. La instancia en la clase Applicative resulta:

instance Applicative [ ] where
pure = repeat
(~) = zapp

Dejamos al lector verificar que ésta cumple con las ecuaciones asociadas a un functor apli-
cativo. Podemos reescribir transpose reflejando las definiciones de la interfaz aplicativa, obte-
niendose la siguiente definición:

transpose :: [[a ]]→ [[a ]]
transpose [ ] = pure [ ]
transpose (xs : xss) = pure (:) ~ xs ~ transpose xss

Esta construcción podŕıa ser extendida para otros tipos: pares, vectores de longitud fija,
árboles binarios infinitos, etc, obteniéndose un efecto de transposición especializado a la estruc-
tura particular de estos tipos de datos.

2.1.3. Acumuladores de monoides

Una tercer familia de ejemplos interesantes de functores aplicativos presentada en [41] es la
que constituyen los acumuladores de monoides o functores aplicativos monoidales. Un monoide
se implementa en Haskell mediante un tipo de datos junto con un elemento neutro y una suma,
definidos como una instancia de la siguiente clase:

class Monoid o where
∅ :: o
(⊕) :: o → o → o

Naturalmente se requiere además que ∅ y ⊕ definidas en esta instancia, satisfagan las
ecuaciones de un monoide:

x ⊕ (y ⊕ z ) = (x ⊕ y)⊕ z (⊕.Assoc)

x ⊕∅ = x (∅.NeutR)

∅⊕ x = x (∅.NeutL)

Todo monoide induce un functor aplicativo acumulador, definido mediante el siguiente cons-
tructor:

newtype Acc o x = Acc {acc :: o}

La interfaz aplicativa de Acc o queda determinada por la siguiente instancia:
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instance (Monoid o)⇒ Applicative (Acc o) where
pure = Acc ∅
(Acc p) ~ (Acc q) = Acc (p ⊕ q)

Donde pure devuelve el cero del monoide, ∅, y ~ reduce los valores acumulados mediante
⊕. El efecto modelado por esta familia de functores aplicativos es el de acumular los valores del
monoide, de ah́ı surge su nombre. Ilustramos su aplicación con un ejemplo:

Ejemplo 2.7. Consideramos el monoide de las listas , con la lista vaćıa ([ ]) como neutro y la
concatenación (++) como suma:

instance Monoid [a ] where
∅ = [ ]
(⊕) = (++)

Utilizaremos este monoide para acumular aplicativamente los elementos de una lista que
cumplen con cierta propiedad. Definimos entonces la función check como sigue:

check :: (Eq a)⇒ (a → Bool)→ [a ]→ Acc [a ] [a ]
check p [ ] = pure [ ]
check p (x : xs) = pure (if (p x ) then (Acc [x ]) else (Acc ∅)) ~ check xs

Por ejemplo, dada una lista de strings tomamos aquellas de longitud mayor a 42

checkStr :: [String ]→ Acc [String ] [String ]
checkStr = check ((>42) ◦ length)

2.2. Combinación de Functores Aplicativos

Los functores aplicativos proveen diferentes formas de combinarse, permitiendo construir
incrementalmente efectos más complejos a partir de efectos más simples, favoreciendo un diseño
de efectos incrementales donde se puede agregar diferentes efectos aislando las caracteŕısticas
atómicas de cada uno. En el Caṕıtulo 5 mostraremos un ejemplo de diseño incremental donde
haremos uso intensivo de estos combinadores.

Composición A diferencia de las mónadas, los functores aplicativos resultan cerrados bajo la
composición i.e. dados dos functores aplicativos C y D el functor C •D también es un functor
aplicativo. En Haskell, esto se refleja mediante el constructor de tipos • :: (∗ → ∗)→ (∗ → ∗)→
(∗ → ∗):

data (Functor f ,Functor g)⇒ (f • g) a = Comp {unComp :: f (g a)}
instance (Applicative f ,Applicative g)⇒ Applicative (f • g) where

pure = Comp ◦ pure ◦ pure
(Comp fs) ~ (Comp xs) = Comp (pure (~) ~ fs ~ xs)

El hecho de ser cerrado bajo la composición hace de ésta una herramienta simple y práctica
para combinar efectos, permitiendo analizar granularmente las caracteŕısticas de cada efecto
computacional, favoreciendo un diseño incremental a nivel de los efectos. En el caso de las
mónadas, no siempre resulta que la composición de los functores subyacentes resulte una móna-
da, por lo que se recurren a otras formas de combinar efectos como son los transformadores de
mónadas [31, 35].
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Producto de Functores Aplicativos Otra forma de combinar functores aplicativos es me-
diante el producto de dos de éllos:

data (Functor f ,Functor g)⇒ (f × g) a = Prod {π1 :: f a, π2 :: g a }
instance (Applicative f ,Applicative g)⇒ Applicative (f × g) where

pure x = Prod (pure x ) (pure x )
mf ~ mx = Prod (π1 mf ~ π1 mx ) (π2 mf ~ π2 mx )

Combinadores de Acciones Aplicativas Las dos formas de combinar functores aplicativos
arriba descriptas proveen también combinadores de acciones aplicativas o cómputos aplicativos;
estos permiten definir modularmente las acciones aplicativas para los efectos compuestos.

(�) :: (Functor m,Functor n)⇒ (b → n c)→ (a → m b)→ a → (m • n) c
f � g = Comp ◦ fmap f ◦ g

(⊗) :: (Functor f ,Functor g)⇒ (a → f b)→ (a → g b)→ a → (f × g) b
(f ⊗ g) a = Prod (f a) (g a)

� y ⊗ reciben el nombre de composición secuencial y, respectivamente, paralela de acciones
aplicativas.

2.3. Functores Traversables

Los functores traversables tienen una relación estrecha con los functores aplicativos. Un
functor traversable es un tipo de datos paramétrico que soporta traversals o recorridos con
efectos, donde se puede entretejer una acción aplicativa paramétrica a travez del tipo de datos,
obteniendo como resultado la estructura dentro del efecto aplicativo. Cuando la acción aplicativa
es la identidad, el recorrido es simplemente una distribución de la estructura de datos con
respecto al functor aplicativo. Representamos a los functores traversables mediante la siguiente
clase:

class Functor f ⇒ Traversable f where
traverse :: (Applicative m)⇒ (a → m b)→ f a → m (f b)
dist :: (Applicative m)⇒ f (m a)→ m (f a)
dist = traverse id

Una condición suficiente para que pueda definirse la función traverse es que el tipo de
datos sea regular. Consideramos, a modo de ejemplo las instancias para algunos tipos de datos
paramétricos inductivos, como las listas y los árboles binarios:

Ejemplo 2.8 (Listas). Para listas, la instancia de traverse resulta:

traverse :: (Applicative c)⇒ (a → c b)→ [a ]→ c [b ]
traverse f [ ] = pure [ ]
traverse f (x : xs) = pure (:) ~ f x ~ traverse f xs

De esta definición, podemos observar que la transposición de matrices expresadas con ziplists
del Ejemplo 2.2, transposer, es simplemente una instancia de la distribución dist para listas,
especializada para el functor aplicativo:

transposer :: [[a ]]→ [[a ]]
transposer = traverse id

9



En el caso de la función updateSys del Ejemplo 2.1, esta resulta un traverse de listas, con
la acción aplicativa que actualiza la posición de los objetos, updatePos.

updateSys :: [Point ]→ Maybe [Point ]
updateSys = traverse updatePos

Ejemplo 2.9 (Árboles Binarios). Consideramos árboles binarios con datos en los nodos y hojas
vaćıas:

data Bin a = Leaf | Node (Bin a) a (Bin a)

La instancia de traverse para éstos resulta:

traverse :: (Applicative c)⇒ (a → c b)→ Bin a → c (Bin b)
traverse ι Leaf = pure Leaf
traverse ι (Node tl x tr) = pure Node ~ traverse ι tl ~ ι x ~ traverse ι tr

Si consideramos el functor aplicativo acumulador de monoides, se observa que toda acu-
mulación es en realidad un recorrido mediante traverse. Esto nos permite definir funciones
accumulate y reduce para cualquier Functor Traversable:

accumulate :: (Traversable f ,Monoid o)⇒ (x → o)→ f x → o
accumulate m = acc ◦ traverse (Acc ◦m)

reduce :: (Traversable f ,Monoid o)⇒ f o → o
reduce = accumulate id

Ejemplo 2.10. Considerando las definiciones anteriores, podemos redefinir la función checkStr
del Ejemplo 2.7, obteniendo directamente la lista de cadenas cuya longitud sea mayor a 42

checkStr :: [String ]→ [String ]
checkStr = accumulate ((>42) ◦ length)

2.3.1. Propiedades de Traverse

Gibbons y Oliveira [22] presentan propiedades calculacionales de dist y traverse. Enuncia-
mos algunas de ellas, que nos resultarán de utilidad en los caṕıtulos subsiguientes para probar
propiedades del operador ifold . Destacamos entre ellas los free-theorems [52] asociados a sus
tipos polimórficos:

dist ◦ fmap (fmap k) = fmap (fmap k) ◦ dist (Dist.MapMap)

traverse (g ◦ f ) = traverse g ◦ fmap f (Traverse.Map)

traverse (fmap k ◦ f ) = fmap (fmap k) ◦ traverse f (MapMap.Traverse)

traverse pure = pure (Traverse.pure)

También, se enuncian las siguientes propiedades para traverse cuando se utilizan los combi-
nadores de acciones aplicativas de la sección anterior:

10



dist ◦ fmap Id = fmap Id ◦ dist (Dist.Id)

dist ◦ fmap Comp = Comp ◦ fmap dist ◦ dist (Dist.Comp)

traverse (Id ◦ f ) = Id ◦ fmap f (Traverse.Id)

traverse (f � g) = traverse f � traverse g (Traverse.�)

traverse (f ⊗ g) = traverse f ⊗ traverse g (Traverse.⊗)

2.4. Más sobre Functores Aplicativos

Los siguientes trabajos muestran la aplicación de functores aplicativos en diferentes ámbitos
no relacionados con nuestro propósito de estudiar la recursión aplicativa. Esta lista no debe
suponerse exhaustiva.

Relación entre Functores Aplicativos y Arrows McBride y Paterson [41] sostienen in-
cialmente que los functores aplicativos resultan una generalización de mónadas menos abstracta
(y por lo tanto, más fuerte) que los Arrows [28]. Sin embargo, Lindley et allis [37, 36] desa-
rrollan un metalenguaje llamado Arrows Calculus para estudiar la relación entre estas tres
abstracciones, probando que en realidad los Arrows resultan más fuertes o espećıficos que los
functores aplicativos.

Combinadores de Parsers Swiestra [50] presenta ciertos combinadores de parsers que no
pueden definirse usando mónadas y muestra también como, aún en el caso de trabajar con
combinadores de parsers monádicos, las operaciones del functor aplicativo permiten describir
combinadores de parsers flexibles y versátiles.

Formlets en Links Cooper et allis [11, 12] presentan Formlets implementadas en Links [10],
un lenguaje funcional tipado y estricto pensado espećıficamente para diseñar aplicaciones Web.
Los Formlets son templates composicionales que cuando son instanciados devuelven por un lado
el código fuente de un formulario HTML y una función llamada colector que transforman datos
crudos procedentes de un formulario en datos estruturados e.g. en XML. Los autores muestran
que los Functores Aplicativos resultan la mejor abstracción para modelar la semántica de los
Formlets e implementarlos en Links.

Idris Idris [9] es un lenguaje funcional con tipos dependientes experimental implementado en
Haskell, fuertemente orientado a efectos y pensado para desarrollar sistemas que interaccionen
con el mundo exterior i.e. con soporte para I / O, redes, concurrencia, manejo de archivos etc.
La sintaxis de Idris soporta notación do monádica y functores aplicativos implementando idiom
brackets, una notación introducida por McBride y Paterson para escribir computaciones con
efectos aplicativos.
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Caṕıtulo 3

Modelo Categórico de Tipos de
Datos

Este caṕıtulo introduce una breve reseña del modelo categórico de tipos de datos para
datatype-generic programming [2, 7, 15, 21] y del modelo de semántica por álgebras inicia-
les [26, 34]. Presentaremos algunos conceptos que son fundamentales para comprender el trabajo
realizado, haciendo hincapié en cómo se reflejan dichos conceptos en la implementación.

Este modelo está basado en Teoŕıa de Categoŕıas, que ha resultado una herramienta fruct́ıfe-
ra para expresar modelos semánticos para lenguajes de programación y para razonar algebrai-
camente con programas funcionales [13, 14, 25, 39].

Suponemos que el lector conoce ciertas nociones básicas de Teoŕıa de Categoŕıas, que pueden
consultarse en diversos textos introductorios destinados a las Ciencias de la Computación, e.g. [5,
49]. Para un estudio más profundo, la referencia tradicional es el conocido libro de Saunders
MacLane [38].

3.1. Preliminares

En el modelo categórico de tipos de datos se trabaja sobre una categoŕıa base donde los
objetos de la categoŕıa modelan los tipos de datos y las flechas modelan las funciones, i.e. una

función f :: A→ B se representa mediante una flecha A
f // B .

Los constructores de tipos son representados mediante functores:

Definición 3.1 (Functor). Dadas dos categoŕıas C y D, un functor F : C → D está definido
por un mapeo de objetos de C en objetos de D y un mapeo de flechas de C en flechas de D, de
modo que se verifiquen las siguientes propiedades:

A
f // B ∈ Arr(C) =⇒ F A

F f // F B ∈ Arr(D) (Functor.Cova)

F f ◦ F g = F (f ◦ g) (Functor.◦)
F idA = idFA (Functor.id)

En Haskell, implementamos los functores y su acción sobre flechas como una instancia de la
clase Functor , mediante la definición de la función fmap, presentada en el Caṕıtulo 2.

Las transformaciones naturales, en el contexto de programación genérica, modelan a las
funciones polimórficas paramétricas [52].

Definición 3.2 (Transformación Natural). Sean dos functores F,G : C → D, una transforma-
ción natural τ : F ⇒ G es una familia de morfismos τX : F X → G X ∈ Arr(D) tal que, para
toda f : A→ B ∈ Arr(C) el siguiente diagrama conmuta:
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F A

F f

��

τA // G A

G f

��
F B

τB // G B

Los conceptos de F-álgebras y categoŕıas de F-álgebras, son ubicuos en la literatura de
datatype-generic programming, e.g. [2, 7, 21]:

Definición 3.3. Sea F : C → C un endofunctor. Un F-álgebra es una flecha φ : F A → A para
algún objeto A en C, el carrier o conjunto soporte del álgebra.

Definición 3.4 (Homomorfismo de F-álgebras). Un homomorfismo entre dos F-álgebras φ, ψ
es una flecha f : A→ B en C tal que el siguiente diagrama conmuta:

F A

φ

��

F f // F B

ψ

��
A

f
// B

i.e. tal que ψ ◦ F f = f ◦ φ.

Definición 3.5 (AlgF (C)). Podemos construir la categoŕıa de las F-álgebras sobre C, AlgF (C),
de la siguiente forma:

Obj(AlgF (C)), los objetos de AlgF (C), son las F-álgebras i.e. pares de la forma (A, φ) donde
φ : F A→ A ∈ Arr(C) y A ∈ Obj(C).

Arr(AlgF (C)), las flechas de AlgF (C), son los homomorfismos de F-álgebras. Como éstos se
preservan por composición en C, la operación de composición será ◦C . Las identidades de
C, idA : A→ A, son trivialmente homorfismos de F-álgebras y constituyen las identidades
de AlgF (C).

Los álgebras iniciales modelan los constructores de las estructuras de datos

Definición 3.6 (Álgebra Inicial). Un álgebra inicial es un objeto inicial en AlgF (C) i.e. un
F-álgebra tal que exista un único homomorfismo entre éste y cualquier otro F-álgebra.

Suponemos trabajar en una categoŕıa donde existe el F-álgebra inicial para todo functor
F. Para esto, alcanza con suponer que la categoŕıa base C es co-completa y los functores son
endofunctores co-continuos. No avanzaremos en este sentido, dado que en el resto del trabajo
no se requiere analizar detalles espećıficos de la semántica del modelo. Éstos pueden consultarse
en [3, 26, 34].
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3.2. Semántica por F -álgebras iniciales

En el contexto de las semánticas por F-álgebras iniciales [26, 34], un endofunctor F : C → C
modela la signatura recursiva de un tipo inductivo de datos. Los tipos recursivos resultan la
menor solución de la ecuación de punto fijo: X ∼= F X [1, 3]. Dicha solución está dada por un
álgebra inicial : ( µF , inF : F µF→ µF ).

En Haskell, codificamos a los tipos de datos como puntos fijos de sus signaturas mediante
el constructor de tipos µ :: (∗ → ∗)→ ∗:

newtype µ f = In {unIn :: f (µ f )}

Las signaturas de los tipos de datos, son functores que capturan la estructura recursiva de
los mismos. Estos se implementan mediante constructores de tipos no recursivos, e.g. :

Ejemplo 3.1 (Naturales). Dada la representación de los números naturales mediante el si-
guiente tipo de datos:

data Nat = Zero | Suc Nat

La signatura de Nat es capturada por el functor N, implementado como sigue:

data N x = Z | S x

instance Functor N where
fmap f Z = Z
fmap f (S n) = S (f n)

Para representar la signatura de tipos de datos polimórficos paramétricos, necesitamos ex-
tender el concepto de functor al de bifunctor :

Definición 3.7 (Bifunctor). Un bifunctor o functor binario es un functor sobre dos argumentos,
i.e. un bifunctor F : C × D → E está definido por mapeos de objetos de C y D en objetos de
E y respectivamente, mapeos de flechas de C y D en flechas de E , de modo que se verifiquen
conjuntamente las condiciones de functorialidad presentadas en la Definición 3.1, resumidas en
las siguientes propiedades:

A
f // B ∈ Arr(C), X g // Y ∈ Arr(D) =⇒ F (A,X)

F (f,g)// F (B, Y ) ∈ Arr(E)

(BiFun.Cova)

F (f, k) ◦ F (g, j) = F (f ◦ g, k ◦ j) (BiFun.◦)
F (idA, idX) = idF(A,X) (BiFun.id)

En Haskell, representamos a un bifunctor mediante un constructor de tipos s :: ∗ → ∗ → ∗
y su acción sobre flechas, definida como una instancia de la clases Bifunctor :

class Bifunctor f where
bimap :: (a → b)→ (c → d)→ f a c → f b d

De la definición anterior, resulta inmediato que un bifunctor induce un functor cuando se
fija el primer parámetro:
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Definición 3.8 (Functor Paramétrico). Sea un bifunctor F : C×D → E y X ∈ Obj(C), definimos
al functor FA : D → E como:

FA X = F (A,X)

FA f = F (idA, f)

En la implementación, esto se refleja mediante la siguiente instancia genérica:

instance (Bifunctor f )⇒ Functor (f a) where
fmap φ = bimap id φ

Ahora, estamos en condiciones de representar a los tipos de datos polimórficos paramétri-
cos mediante los bifunctores que capturan su signatura. A modo de ejemplo presentamos los
bifunctores que capturan las signaturas de las listas y otras estructuras que utilizaremos en este
trabajo, mediante su implementación:

Ejemplo 3.2 (Listas). Capturamos la signatura de las listas [a ] mediante el bifunctor L,
definido como sigue:

data L a x = N | C a x

instance Bifunctor L where
bimap φ ξ N = N
bimap φ ξ (C a b) = C (φ a) (ξ b)

La instancia genérica para el functor parametrizado resulta:

instance Functor (L a) where
fmap f N = N
fmap f (C a b) = C a (f b)

Ejemplo 3.3 (Árboles Binarios). Para los árboles binarios Bin a, su signatura queda determi-
nada por el siguiente bifunctor.

data B a b = BL | BN b a b

instance Bifunctor B where
bimap f g BL = BL
bimap f g (BN l x r) = BN (g l) (f x ) (g r)

La instancia genérica para el functor parametrizado resulta:

instance Functor (B a) where
fmap f BL = BL
fmap f (BN l x r) = BN (f l) x (f r)

Ejemplo 3.4 (Tip-Trees). Consideramos árboles binarios con valores en las hojas, o Tip-Trees,
implementados por el siguiente tipo inductivo:

data Tip a = Tip a | Fork (Tip a) (Tip a)

Su signatura queda determinada por el siguiente bifunctor.
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data T a b = TL a | TN b b

instance Bifunctor T where
bimap f g (TL x ) = TL (f x )
bimap f g (TN m1 m2 ) = TN (g m1 ) (g m2 )

La instancia genérica para el functor parametrizado resulta:

instance Functor (T a) where
fmap f (TL x ) = TL x
fmap f (TN m1 m2 ) = TN (f m1 ) (f m2 )

En este trabajo representaremos como puntos fijos a tipos de datos regulares o inductivos,
éstos se caracterizan mediante declaraciones de tipo cuyos lados derechos no contienen espacios
de funciones y las ocurrencias recursivas tienen los mismos argumentos que los lados izquierdos.
Los functores (y bifunctores) que capturan las signaturas de éstos son construidos mediante
productos, sumas, constantes y functores de tipo.

3.2.1. Fold

La existencia de F-álgebras iniciales para el functor F que modela la signatura de un tipo
inductivo permite definir al operador que captura el esquema de recursión estructural sobre ese
tipo:

Definición 3.9 (Fold). Al único morfismo universal entre (µF, inF) y cualquier F-álgebra (A, φ)
lo denotaremos (|φ|)F . Éste no es otro que el conocido operador fold, o catamorfismo, [20, 29, 43]
asociado al functor F. El hecho de que por ser (|φ|)F una flecha (única y universal) de AlgF (C),
resulta el (único y universal) homomorfismo entre (µF , inF ) y cualquier (A, φ : F A → A) se
expresa mediante el siguiente diagrama conmutativo:

F µF
F (|φ|)F //

inF

��

F A

φ

��
µF

(|φ|)F
// A

Al diagrama anterior se lo conoce también como Propiedad Universal de Fold [30]. De esta
propiedad se deriva la implementación del fold genérico:

fold :: (Functor f )⇒ (f x → x )→ µ f → x
fold φ = φ ◦ fmap (fold φ) ◦ unIn

Ésta puede instanciarse para diferentes tipos de datos:

Ejemplo 3.5 (Listas). Para listas, el fold genérico se instancia mediante el conocido operador
foldr [8]:

foldr :: (a → b → b)→ b → [a ]→ b
foldr f e [ ] = e
foldr f e (x : xs) = f x (foldr f e xs)

16



Ejemplo 3.6 (Tip-Trees). Para Tip-Trees, el operador fold genérico se instancia mediante el
operador foldTip:

foldTip :: (b → b → b)→ (a → b)→ Tip a → b
foldTip g f (Tip x ) = f x
foldTip g f (Fork t1 t2 ) = g (foldTip g f t1 ) (foldTip g f t2 )

Ejemplo 3.7 (Árboles Binarios). Para los árboles binarios, el operador fold genérico se instancia
mediante el operador foldBin:

foldBin :: (b → a → b → b)→ b → Bin a → b
foldBin g f Leaf = f
foldBin g f (Node t1 x t2 ) = g (foldBin g f t1 ) x (foldBin g f t2 )

3.2.2. Propiedades de Fold

El operador fold posee varias propiedades algebraicas que resultan útiles para calcular pro-
gramas. Como corolario de la Propiedad Universal de Fold, se obtienen dos propiedades impor-
tantes:

Teorema 3.1 (Identidad de Fold).

(|inF|)F = idµF (Fold.Id)

Teorema 3.2 (Fusión Pura para Fold). Sean h : A→ B un homomorfismo de F-álgebras entre
dos F-álgebras φ : F A→ A y ϕ : F B → B, entonces:

h ◦ (|φ|)F = (|ϕ|)F (Fold.Pure)

Definición 3.10 (Transformador de F-álgebras). Dados dos functores F y G, un transformador
de F-álgebras es una función polimórfica T : ∀X.(F X → X) → (G X → X) que convierte
F-álgebras en G-álgebras.

Como T es polimórfica, para todo h : A → B homomorfismo de F-álgebras entre dos F-
álgebras φ : F A→ A y ϕ : F B → B, el siguiente diagrama conmmuta:

G A

T φ

��

G f // G B

T ϕ

��
A

f
// B

Intuitivamente, un transformador es una función polimórfica que construye cierta clase de
álgebras, a partir de álgebras de otra clase. Usando este concepto, podemos estudiar la compo-
sición de funciones expresadas usando el operador fold para distintos tipos de datos, aplicando
el siguiente resultado:
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Teorema 3.3 (Acid Rain: Fusión Fold.Fold). Sea T : ∀X.(F X → X) → (G X → X) un
transformador de F-álgebras. Entonces:

φ = T inF

=⇒
(|ψ|)F ◦ (|φ|)G = (|T ψ|)G (Fold.Fold)

Fokkinga [17] muestra como construir transformadores especializados con mayor estructura.
Nos resultará util considerar la siguiente generalización de la propiedad anterior:

Teorema 3.4 (Acid Rain Generalizado: Fusión Fold - MapFold). Sea H un functor y T :
∀X.(F X → X)→ (G (H X)→ H X) un transformador de F-álgebras. Entonces:

φ = T inF

=⇒
H (|ψ|)F ◦ (|φ|)G = (|T ψ|)G (Fold.MapFold)

3.2.3. Functores de Tipo

Definición 3.11 (Functor de Tipo). Sea D A = µFA el tipo inductivo parametrizado definido
como el punto fijo del functor FA. El constructor D es un functor DF : C → C, al que llamaremos
Functor de Tipo de F. Sea f : A→ B, la acción sobre flechas de DF se define como:

DF f = (|inFB
◦ F (f, idDB)|)FA

(Type.Def)

Dejamos al lector verificar que esta definición cumple con las propiedades de functorialidad
esperadas. En Haskell, el operador map genérico resulta:

fmap :: (Bifunctor f )⇒ (a → b)→ µ (f a)→ µ (f b)
fmap f = fold (In ◦ bimap f id)

Los functores de tipo proveen además una ley de fusión con fold que se deriva de la propiedad
de Acid Rain para Fold anterior. El teorema resulta:

Teorema 3.5 (Fusión Fold.Map). Sean f : A→ B y φ : FB X → X un FB-álgebra, entonces:

(|φ|)FB
◦ DFA

f = (|φ ◦ F (f, idDX)|)FA
(Fold.Type)
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Caṕıtulo 4

Recursión Aplicativa

If the Grove were cut, all
wizardry would fail. The roots of
those trees are the roots of
knowledge. The patterns the
shadows of their leaves make in
the sunlight write the words
Segoy spoke in the Making

Ursula K. Le Guin,
The Finder, Tales from Earthsea

Nos proponemos caracterizar la recursión estructural aplicativa. Es decir, queremos analizar
funciones recursivas estructurales que consumen valores de ciertos tipos de datos y producen
valores embebidos en un efecto aplicativo para descubrir patrones comunes entre éstas. Parti-
cularmente, pretendemos identificar cuál es el rol de las operaciones de la interfaz aplicativa
para un functor dado en estas definiciones, y cómo se consumen y producen los valores puros.
Para ello, procedemos a definir algunos ejemplos con diferentes efectos aplicativos, analizando
detalladamente estas caracteŕısticas.

Ejemplo 4.1. El functor aplicativo Maybe modela las fallas como un efecto computacional.
Queremos definir una función que suma los rećıprocos de una lista, fallando en el caso de que
haya algún valor nulo. Interpretaremos a la generación del rećıproco de un número como una
acción aplicativa: si el valor es no nulo retornamos una computación que produce su rećıproco,
caso contrario indicamos la falla con Nothing :

recip :: Float → Maybe Float
recip x = if (x 6≡ 0) then pure (1 / x ) else Nothing

Utilizamos esta acción aplicativa para definir la función sumrecips por recursión estructural:

sumrecips :: [Float ]→ Maybe Float
sumrecips [ ] = pure 0
sumrecips (x : xs) = pure (+) ~ recip x ~ sumrecips xs

Además de la aplicación de recip a los elementos de la lista, reconocemos la aplicación del
LFloat -álgebra pura (+, 0) introducida en el functor aplicativo mediante pure . Este álgebra es
el que usaŕıamos para definir la función suma usando el fold de listas, foldr , para una lista de
valores puros.
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Consideremos ahora realizar un recorrido o traversal sobre una lista con la acción aplicativa
recip usando la instancia de traverse para [ ], presentada en el Ejemplo 2.8. Dicha función,
aplicada a una lista de números da como resultado una lista de los rećırprocos dentro del
functor aplicativo, o Nothing en el caso de que uno de los valores sea nulo:

recips :: [Float ]→ Maybe [Float ]
recips = traverse recip

Si observamos las definiciones de traverse, tomando f = recip, y sumrecips vemos que
éstas tienen la misma estructura, pero en la última se reemplaza el LA-álgebra inicial ((:), [ ])
por ((+), 0) evitando reconstruir la lista. Podemos interpretar entonces a sumrecips como el
resultado de combinar aplicativamente un fold puro con un recorrido es decir,

sumrecips xs = pure (foldr (+) 0) ~ traverse recip xs

Reemplazando de acuerdo a la definición de fmap para un functor aplicativo (App.Map)
presentada en el Caṕıtulo 2, obtenemos la siguiente expresión:

sumrecips = fmap (foldr (+) 0) ◦ traverse recip

Esta última definición nos refuerza la observación que hemos hecho sobre la primer defini-
ción de sumrecips, donde reconocimos una acción con efecto aplicativo y la aplicación de un
álgebra pura. Además, nos permite distinguir de forma más clara el rol de las operaciones del
functor aplicativo en ésa primer definición, observando que éstas intervienen con dos propósitos:
mapear un fold puro a través del efecto, y realizar un recorrido de la lista, generando una lista
de efectos. Por supuesto, esta última versión es menos eficiente que la primera, dado que se
construye una lista intermedia con los valores rećıprocos. No obstante nos permite interpretar
composicionalmente el algoritmo.

Ejemplo 4.2. Consideramos el functor aplicativo Acumulador o Constante Monoidal : Acc a o,
introducido en la Sección 2.1.3, con la familia de monoides determinada por las listas ([a ], (++), [ ]).
Nos interesa recorrer un árbol binario y acumular aquellos valores almacenados que verifican una
propiedad p :: a → Bool dada. Definimos la función recursiva estructural take aplicativamente:

take :: (a → Bool)→ Bin a → Acc [a ] (Bin a)
take p Leaf = pure Leaf
take p (Node tl x tr) = pure Node ~ take p tl

~ (if (p x ) then Acc [x ] else Acc [ ])
~ take p tr

Como hemos visto en los caṕıtulos anteriores, cualquier acumulación con esta familia de
functores aplicativos significan en realidad un recorrido de la estructura de datos. En efecto,
si consideramos la definición del operador traverse para el tipo de datos Bin a definido en el
Ejemplo 2.9, observamos que la función take se describe como un recorrido cuya acción aplicativa
es acumular el valor si se verifica la propiedad p o el neutro del monoide ([ ]), en caso contrario:

take :: (a → Bool)→ Bin a → Acc [a ] (Bin a)
take p = traverse (λx → if (p x ) then Acc [x ] else Acc [ ])

Ejemplo 4.3. Consideramos el functor aplicativo de ziplists o listas vectorizadas que presenta-
mos en 2.6. Proponemos definir una función que dada una matriz –aproximada como una lista de
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ziplists– calcula la sumatoria de los cuadrados de los valores de las filas de la matriz transpuesta.
Es decir, queremos definir una función con el siguiente tipo sumSqrTrans :: [ [Int ]]→ [Int ].

Proponemos diseñarla en forma modular, primero consideraremos la función transpose que
calcula la matriz transpuesta aplicativamente, presentada en el Ejemplo 2.6. El cálculo de la
suma de los cuadrados de una lista de valores es una acción pura fácilmente definible en función
del fold de listas, foldr . Para terminar de definir sumSqrTrans podemos introducirlo en el
functor aplicativo de los ziplist y combinarlo con el resultado de la transposición, id est mapear
dicho fold sobre las filas de la matriz transpuesta:

sumSqrTrans :: [ [Int ]]→ [Int ]
sumSqrTrans = fmap (foldr (λx sqs → x ↑ 2 + sqs) 0) ◦ transpose

En el Ejemplo 2.8 hemos observado que la función transpose es una instancia de la distri-
bución—dist —de las listas con respecto al functor aplicativo de las ziplists , y por lo tanto se
puede expresar como un recorrido con la función identidad, i.e. dist = traverse id . Aplicando
este resultado, obtenemos la siguiente expresión:

sumSqrTrans :: [ [Int ]]→ [Int ]
sumSqrTrans = fmap (foldr (λx sqs → x ↑ 2 + sqs) 0) ◦ traverse id

En estos ejemplos, reconocemos la incidencia de un patrón común. Todas estas funciones re-
cursivas aplicativas pueden interpretarse como el resultado de mapear un fold puro luego de rea-
lizar un recorrido con una acción aplicativa. En el Ejemplo 4.2, donde la función sumSqrTrans
es sólo un recorrido, podemos recuperar el esquema trivialmente considerando el álgebra inicial
y las propiedades de identidad de Functores (Functor.id) y fold (Fold.Id). En el último ejem-
plo, Ejemplo 4.3, la acción aplicativa trivial en la definición de la transposición de matrices nos
permite observar que este patrón también contempla el caso particular de la acción pura de un
fold combinado aplicativamente con una distribución.

Proponemos estudiar este patrón como modelo de recursión estructural con efectos aplica-
tivos. En este caṕıtulo, derivaremos una definición genérica y eficiente del operador a partir de
esta especificación, y presentaremos sus propiedades calculacionales.

4.1. El operador ifold

Para definir el patrón que capture la recursión estructural aplicativa vamos a trabajar en un
mayor nivel de abstracción, puesto que queremos encontrar una definición genérica para dicho
operador. Con ese propósito, representaremos los tipos de datos de forma genérica siguiendo,
siguiendo los conceptos y definiciones introducidos en el Caṕıtulo 3.

Primero, debemos generalizar los conceptos y definiciones relacionadas con traverse, presen-
tadas en el Caṕıtulo 2.

4.1.1. Bifunctores Bitraversables

Gibbons y de Oliveira [22] presentan una implementación genérica de traverse, utilizando
bifunctores paramétricos para modelar la signatura de los tipos de datos y una noción de
bidistributividad entre éstos y los functores aplicativos.

Definición 4.1 (Bifunctores Bitraversables). Sea F un bifunctor. Decimos que F es bitraversable
si para cualquier functor aplicativo C, existe una transformación natural δCF : F (C A,C X) →
C F (A,X) tal que el siguiente diagrama conmute:
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F (C A,C X)

F (C f,C g)

��

δCF (A,X) // C F (A,X)

C F (f,g)

��
F (C B,C Y )

δCF (B,Y )

// C F (B, Y )

En Haskell, representamos el hecho de que un bifunctor cumple con la propiedad de ser
bitraversable mediante la siguiente clase:

class Bifunctor s ⇒ BiTraversable s where
δ :: (Applicative f )⇒ s (f a) (f b)→ f (s a b)

Esta ley distributiva se puede definir para todo bifunctor que captura la signatura de un
tipo de datos regular y podŕıa definirse polit́ıpicamente i.e. por inducción sobre la estructura
del functor signatura [2, 42]. A modo de ejemplo, presentamos las instancias para algunos de
los bifunctores que hemos utilizado en los ejemplos anteriores:

Ejemplo 4.4 (Listas y Árboles). Presentamos los bifunctores que capturan la signatura de las
listas L y de los árboles binarios B que introdujimos anteriormente, junto con la definición de
la bidistribución para éstos.

data L a b = N | C a b

instance BiTraversable L where
δ N = pure N
δ (C x xs) = pure C ~ x ~ xs

data B a b = BL | BN b a b

instance BiTraversable B where
δ BL = pure BL
δ (BN tl x tr) = pure BN ~ tl ~ x ~ tr

Esta noción de bidistribución permite la definición de un traverse genérico [22]:

Definición 4.2 (traverse). Sean F un bifunctor bitraversable, C un functor aplicativo, e ι : A→
C B una acción aplicativa entonces, definimos al operador traverseF ι : µFA → C µFB como:

traverseF ι = (|C inFB
◦ δCF ◦ F (ι, id)|)FA

(Trv.Def)

En Haskell la implementación resulta:

traverse :: (Applicative f ,BiTraversable s)⇒ (a → f b)→ µ (s a)→ f (µ (s b))
traverse f = fold (fmap In ◦ δ ◦ bimap f id)

Otro concepto introducido por Gibbons y Oliveira en [22] que nos interesa rescatar es el
de transformación de functores aplicativos. Preferimos el nombre de morfismo de Functores
Aplicativos puesto que consideramos que este último refleja mejor su significado.
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Definición 4.3 (Morfismo de Functores Aplicativos). Sean C y D dos functores aplicativos y τ
una transformación natural τ : C ⇒ D entre éstos, decimos que τ es un morfismo de functores
aplicativos si se preserva por pure y ~, id est:

τ ◦ pureC = pureD (Morph.pure)

τ ◦~C = ~D ◦ (τ × τ) (Morph.~)

Estos morfismos estan estrechamente vinculados a la bidistribución, dado que requeriremos
que ésta verifique la siguiente propiedad:

Teorema 4.1. Sea F un bifunctor bitraversable, entonces para cualquier morfismo de functores
aplicativos τ : C ⇒ D se debe verificar que:

τ ◦ δCF = δDF ◦ F (τ, τ) (Morph.δ)

Este requerimiento sobre δF resulta de formalizar el requerimiento de naturalidad para dist
presentado en [22].

4.1.2. Derivación de ifold

Ahora que hemos generalizado traverse y los conceptos relacionados, disponemos de todas
las herramientas necesarias para estudiar el patrón que hemos observado en los ejemplos intro-
ductorios a este caṕıtulo: mapear un fold puro sobre el resultado de realizar un recorrido con
una acción aplicativa. Proponemos el operador ifold, fold aplicativo o idiomático, como la forma
de capturar este patrón y lo caracterizamos como sigue:

Definición 4.4 (Caracterización de Ifold). Sean F un bifunctor bitraversable, C un functor
aplicativo, ι : A → C B una acción aplicativa y φ : FB X → X un FB-álgebra . Proponemos al
operador ifoldCFA

φ ι : µFA → C X mediante la siguiente especificación:

ifoldCFA
φ ι = C (|φ|)FB

◦ traverseF ι (Ifold.Charn)

Podemos considerar que esta caracterización de ifoldCFA
es ineficiente puesto que supone la

construcción de una estructura de datos intermedia por traverse, para luego ser inmediatamente
consumida con fold. En los ejemplos introductorios al comienzo de este caṕıtulo, hemos aventu-
rado que esta especificación se corresponde con una función más eficiente donde se reemplazan
los constructores de la estructura intermedia producida por traverse por el argumento de fold.
Vamos a verificar formalmente dicha observación, derivando dicha definición fusionada desde la
especificación de ifoldCFA

:

C (|φ|)FB
◦ traverseF ι

= { Def. de traverse, (Trv.Def) }
C (|φ|)FB

◦ (|C inFB
◦ δCF ◦ F (ι, id)|)FA

= { Acid Rain Generalizado, (Fold.MapFold) }
(|C φ ◦ δCF ◦ F (ι, id)|)FA q.e.d.

Para que el último paso de la derivación sea correcto, se debe poder expresar al FA-álgebra
en la definición de traverse como la aplicación de un transformador de FB-álgebras TB al álgebra
inicial inFB

, id est :

C inFB
◦ δCF ◦ F (ι, id) = TB inFB
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De la ecuación anterior, la definición de TB es inmediata. Sea ξ : FB X → X, entonces:

TB ξ = C ξ ◦ δCF ◦ F (ι, id)

Aplicando TB a φ, se obtiene el A-álgebra expresada en la última ecuación de la deriva-
ción, obteniéndose el resultado esperado: se han reemplazado los constructores de la estructura
intermedia (el DB-álgebra inicial, inFB

) por el FB-álgebra pura.
En conclusión, habiendo partido de la espeficicación de ifoldCFA

hemos derivado formalmen-
te una función descripta como un fold del functor FA sobre un FA-álgebra con la siguiente
estructura:

F (A,C X)
F (ι,id) // F (C B,C X)

δ // C F (B,X)
C φ // C X

donde ι : A → C B es una acción aplicativa, δCF : F (C A,C X) → C F (A,X) es la bidis-
tribución del bifunctor F respecto del functor aplicativo C y φ : F (B,X) → X el FB-álgebra
pura que mapeamos sobre el functor aplicativo. Procedemos a definir formalmente al operador
ifoldCFA

mediante esta expresión.

Definición 4.5 (Definición de Ifold). Sean F un bifunctor bitraversable, C un functor aplicativo,
ι : A → C B una acción aplicativa, y φ : FB X → X un FB-álgebra pura. Entonces el operador
ifoldCFA

φ ι queda definido como:

ifoldCFA
φ ι = (|C φ ◦ δCF ◦ F (ι, id)|)FA

(Ifold.Def)

La implementación genérica en Haskell resulta:

ifold :: (Applicative c,BiTraversable s)⇒ (s b x → x )→ (a → c b)→ µ (s a)→ c x
ifold φ ι = fold (fmap φ ◦ δ ◦ bimap ι id)

Utilizamos esta definición para revisar los tres ejemplos introductorios que hemos presentado
en este caṕıtulo:

Ejemplo 4.5. Para las listas [a ], especializando la definición de ifold , obtenemos la siguiente
expresión para ifoldr :

ifoldr :: (Applicative c)⇒ (b → x → x )→ x → (a → c b)→ [a ]→ c x
ifoldr φ η ι [ ] = pure η
ifoldr φ η ι (x : xs) = pure φ~ ι x ~ ifoldr φ η ι xs

Recordando la especificación de sumrecips, sumrecips = fmap (foldr (+) 0)◦traverse recip
obtenemos la expresión en función de ifoldr :

sumrecips = ifoldr (+) 0 recip

Si expandimos la definición de ifold obtendremos la definición original que hab́ıamos proporcio-
nado para esta función.
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Ejemplo 4.6. Para los árboles binarios con valores en los nodos,o tip-trees, la definición se
especializa a:

ifoldB :: (Applicative c) ⇒ (x → b → x → x )→ x → (a → c b)→ Bin a → c x
ifoldB φ η ι Leaf = pure η
ifoldB φ η ι (Node tl x tr) = pure φ~ ifoldB φ η ι tl

~ ι x
~ ifoldB φ η ι tr

Cuando dimos la especificación de take, observamos que ésta función era en realidad sólo un
recorrido, puesto que no se consumı́a la estructura luego de la acumulación. Entonces indica-
mos eso usando como argumento el BA-álgebra inicial (Node,Leaf ), resultando en la siguiente
definición:

take p = ifoldB Node Leaf (λx → if (p x ) then Acc [x ] else Acc [ ])

Observamos entonces que los recorridos son definibles usando ifold , identificables por tener como
argumento el álgebra inicial del mismo tipo de datos que se consume. En la sección siguiente
volveremos sobre este tema, cuando estudiemos las propiedades de ifold .

Ejemplo 4.7. Revisitamos finalmente la función sqrModTrans y el functor aplicativo definido
por las ziplists. Hab́ıamos partido de la siguiente especificación:

sumSqrTrans :: [ [Int ]]→ [Int ]
sumSqrTrans = fmap (foldr (λx sqs → x ↑ 2 + sqs) 0) ◦ traverse id

Tomando la definición de ifoldr anterior, completamos la nueva definición para sqrModTrans

sqrModTrans = ifoldr (λx sqs → x ↑ 2 + sqs) [ ] id

Expandiendo la definición de ifoldr obtenemos una expresión recursiva estructural que se ase-
meja a la definićıon de transpose, pero los constructores de listas: (:) y [ ] han sido reemplazados
por el álgebra ((λx s → x ↑ 2 + s), 0):

sumSqrTrans :: [[Int ]]→ [Int ]
sumSqrTrans [ ] = pure 0
sumSqrTrans (xs : xss) = pure (λx sqs → x ↑ 2 + sqs) ~ xs ~ sumSqrTrans xss

Hemos presentado el operador ifold, derivado a partir de una especificación modular pero
ineficiente. Postulamos que este operador captura la recursión aplicativa, id est consumir uni-
formemente un valor de un tipo de datos traversable obteniendo un valor puro encapsulado en
un efecto aplicativo. Ésta se caracteriza por la distribución de una acción aplicativa paramétrica
que introduce efectos independientes y genera valores que son consumidos por un FB-álgebra
pura dentro del efecto. Nos proponemos estudiar las propiedades calculacionales de este ope-
rador y su utilidad para diseñar modular e incrementalmente algoritmos eficientes con efectos
aplicativos.

4.2. Propiedades de ifold

Vamos a estudiar que propiedades calculacionales se pueden derivar de este operador, y
como aplicarlas para obtener funciones aplicativas eficientes. Para esto introduciremos tam-
bién algunas definiciones auxiliares sobre functores aplicativos y el modelo de semántica por
álegebras iniciales, complementarias a las definiciones y propiedades presentadas en los Caṕıtu-
los 2 y 3. Omitiremos las demostraciones de los teoremas de esta sección para concentrarnos en
la aplicación de los mismas, la mayoŕıa de éstas demostraciones se encuentran en el Apéndice A.

25



4.2.1. Recorridos via ifold

Hemos usado la definición genérica de traverse para derivar la definición del operador ifold .
Nos interesa mostrar que ambos son interdefinibles, ya que lo único necesario para definir tanto
a traverse como a ifold es la bidistribución del bifunctor δF. Entonces, dado el operador ifoldCFA

,

podemos definir traverseFA
y por lo tanto también distCF como sigue:

Teorema 4.2 (Traverse como Ifold). Sea F un bifunctor bitraversable, C un functor aplicativo,
ι : A → C B una acción aplicativa, entonces la siguiente también es una definición válida del
operador traverseFA

ι : µFA → C µFB :

ifoldCFA
inFB

ι = traverseFA
ι (Ifold.inF )

La prueba de esta igualdad es trivial expandiendo las definiciones. Recordemos que si con-
sideramos la identidad como acción aplicativa trivial, dist = traverse id .

Teorema 4.3 (Dist como Ifold). Sea F un bifunctor bitraversable y C un functor aplicativo,
entonces las siguientes definiciones de distCFA

: µFC A → C µFA son equivalentes:

ifoldCFA
inFA

idCA = distCFA
= traverseFA

idC A (Ifold.dist)

Estas dos propiedades, aunque bastante triviales nos permiten definir recorridos genéricos
en función de ifold :

traverse :: (Applicative f ,BiTraversable s)⇒ (a → f b)→ µ (s a)→ f (µ (s b))
traverse f = ifold In f

Del mismo modo, podemos dar definiciones genéricas para accumulate y reduce para el caso
particular de los Acumuladores de Monoides, generalizando las definiciones introducidas en la
Sección 2.3 para tipos de datos expresados como puntos fijos de los bifunctores que capturan
su signatura:

accumulate :: (Monoid b,BiTraversable s)⇒ (a → b)→ µ (s a)→ b
accumulate p = acc ◦ ifold In (Acc ◦ p)

reduce :: (Monoid a,BiTraversable s)⇒ µ (s a)→ a
reduce = acc ◦ ifold In Acc

Si bien estas definiciones y propiedades por śı mismas no aportan mucho, nos van a permitir
combinar las propiedades propias de ifold con los resultados ya conocidos de los recorridos, y
considerando que éstos son funciones bastante ubicuas en la programación funcional, ampliar
el espectro de algoritmos para los cuales estamos intentando desarrollar propiedades calculacio-
nales.

4.2.2. Leyes de ifold

Teorema 4.4 (Identidad de Ifold). Sea F un bifunctor bitraversable y C un functor aplicativo
entonces:

ifoldCFA
inFA

pureC = pureC (Ifold.Id)

Esta propiedad es una consecuencia directa de las propiedades de identidad de fold (Fold.Id)
y traverse ( Traverse.pure), y su demostración es trivial considerando estas propiedades más
la caracterización de ifold, (Ifold.Charn). La podemos generalizar, reemplazando el álgebra
inicial inFA

, por un FA-álgebra cualquiera, obteniendo la siguiente propiedad.
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Teorema 4.5 (Acción Pura de Ifold). Sean F un bifunctor bitraversable, C un functor aplica-
tivo y φ : FA X → X un FA-álgebra pura, entonces:

ifoldCFA
φ pureC = pureC ◦ (|φ|)FA

(Pure.Fold)

Expresada como diagrama conmutativo, la ecuación anterior resulta:

µFA

(|φ|)FA //

ifoldDFA
φ pure

((

X

pureC

��
C X

Este resultado nos indica que si la acción aplicativa no introduce efectos sino que simplemente
produce el valor puro dentro del efecto, entonces, como el recorrido impĺıcito en ifold es sólo una
inyección— recordar la Propiedad de Identidad de Traverse ( Traverse.pure) —, el resultado
del fold puro puede ser obtenido fuera del efecto y luego introducido mediante pure.

Teorema 4.6 (Acción Pura Compuesta). Sean F un bifunctor bitraversable, C un functor
aplicativo, f : A→ B y φ : FA X → X un FA-álgebra pura, entonces:

ifoldCFA
φ (pureC ◦ f) = pureC ◦ (|φ ◦ F (f, id)|)FA

(Pure.FoldMap)

Expresada como diagrama conmutativo, la ecuación anterior resulta:

µFA

(|φ ◦F (f,id)|)FA //

ifoldCFA
φ (pureC◦f)

((

X

pureC

��
C X

Teorema 4.7 (Fusión Ifold Morph). Sean τ : C ⇒ D un morfismo entre los functores aplica-
tivos C y D, ι : A→ C B una acción aplicativa y φ : FB X → X un FB-álgebra pura, entonces:

τ ◦ ifoldCFA
φ ι = ifoldDFA

φ (τ ◦ ι) (Ifold.Morph)

Expresada como diagrama conmutativo, la ecuación anterior resulta:

µFA

ifoldCFA
φ ι

//

ifoldDFA
φ (τ◦ι)

((

C X

τX

��
D X

Si tenemos en cuenta la definición de traverse en funćıon de ifold (Trv.Def), obtenemos
como corolario la siguiente propiedad para traverse:
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Corolario 4.8. Sean τ : C ⇒ D un momorfismo entre los functores aplicativos C y D, y
ι : A→ C B una acción aplicativa, entonces:

τ ◦ traverseFA
ι = traverseFA

(τ ◦ ι) (Trv.Morph)

Ejemplo 4.8 (Caminos Maximales en Multiárboles). Un vendedor ambulante debe elegir la
ruta del d́ıa de acuerdo a la información estad́ıstica que posee sobre la ganancia que aportan
los diferentes caminos disponibles en su área. Esta ruta comenzará en un punto fijo de partida,
el centro de distribución, podra atravesar algunos puntos intermedios de control, checkpoints, y
deberá terminar en alguno de los centros de devolución, end-points.

La topoloǵıa del área asignada al vendedor se ha codificado en un grafo bastante particular,
un multigrafo aćıclico dirgido, id est un bosque dirigido con posiblemente más de un arco entre
el mismo par de nodos. El nodo que representa al centro de distribución tendrá un sólo hijo.
Para mayor simplicidad, el resto de los nodos intermedios será binario, es decir que tendran
a lo sumo dos nodos hijos por cada nodo padre. Los arcos tiene un identificador, y pesos que
representan la ganancia estimada para esa ruta. Veamos el siguiente ejemplo:

S
(x,3)

!!(y,8)
))

1
(v,11)

&&
2

(z,4)



(w,7)

�� (u,9)

rr3

Queremos resolver aplicativamente el problema de encontrar la ruta que maximice las potencia-
les ganancias y calcular su potencial valor. Para esto consideremos el functor aplicativo monádico
de las listas presentado en la Sección 2.5, que modela el efecto de no determinismo o alternativa
no determinista. Usaremos los árboles binarios Bin a de ejemplos anteriores para modelar el
grafo, siguiendo las siguientes pautas:

Los nodos del árbol representaran los checkpoints o endpoints.

No representaremos el punto de origen S esto implica que la cabeza del Bin a representa
al primer nodo accesible desde el centro de distribución.

El dato almacenado en los nodos serán los posibles caminos que conducen a él, junto con
sus respectivos pesos. Es decir, un valor del siguiente tipo: [(String , Int)].

Un endpoint se representa por un nodo cuyos 2 hijos sean Leafs, e.g. Node Leaf xs Leaf .

Un nodo cuyo dato almacenado sea la lista [ ] representará a un nodo que no se puede acce-
der desde su padre, i.e. perteneciente a una diferente componente conexa. Representará un
grafo mal formado y el algoritmo deberá fallar en este caso.
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Dadas estas pautas, la implementación del ejemplo resulta:

eg1 :: Bin [(String , Int)]
eg1 = Node Leaf

[("x", 3), ("y", 8)]
(Node (Node Leaf

[("z", 4), ("w", 7), ("u", 9)]
Leaf )

[("v", 11)]
Leaf )

Describiremos el algoritmo aplicativo como una composición de etapas modulares y luego uti-
lizaremos las propiedades de ifold para calcular una versión eficiente del algoritmo. Las etapas
resultan:

1. Transformar el multiárbol binario en una lista con todas las combinaciones posibles de
árboles binarios.

2. Calcular para cada uno de ellos, el camino máximal, retornando un par (String , Int) donde
el valor de tipo String representa al camino maximal y el valor entero su ganancia.

3. Elegir el mejor de todos ellos mediante una función max :: [(t , t1 )] → Maybe (t , t1 ) que
nos devuelve finalmente la mejor ruta, si esta existe.

La primer etapa se implementa con la distribución para Bin y el functor aplicativo [ ], dist
[ ]
Bin .

Esta distribución resulta un recorrido con la función identidad:

stage1 :: Bin [(String , Int)]→ [Bin (String , Int)]
stage1 = traverse id

Por la definición del functor aplicativo monádico [ ], ver pág. 6, en el caso de representar el
árbol binario a un grafo mal formado, esto es con una lista vaćıa almacenada en algún nodo,
la distribución dará como resultado la lista vaćıa. Es importante destacar que esta etapa hace
al algoritmo muy ineficiente dado que generar todas las posibles combinaciones es muy costoso,
tanto espacial como temporalmente.

La segunda etapa consiste en calcular para cada árbol de la lista el el camino maximal.
Consideramos la función maxPath :: Bin (String , Int)→ (String , Int) que encuentra el camino
máximal, la misma puede ser descripta fácilmente con foldB . Entonces la segunda etapa es un
map de maxPath sobre una lista de árboles.

maxPath :: Bin (String , Int)→ (String , Int)
maxPath = foldBin (λ(xl ,nl) (x ,n) (xr ,nr)→ if (nl > nr)

then (x ++ xl ,nl + n)
else (x ++ xr ,nr + n))

("", 0)

stage2 :: [Bin (String , Int)]→ [(String , Int)]
stage2 = map maxPath

Si consideramos la composición de las 2 primeras etapas encontramos el patrón que carac-
teriza a un ifold. Reemplazar a esta composición por un ifold eliminará la necesidad de generar
la lista con todos los posibles árboles, mejorando la eficiencia del algoritmo considerablemente:
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stage12 :: Bin [(String , Int)]→ [(String , Int)]
stage12 = ifoldB (λ(xl ,nl) (x ,n) (xr ,nr)→ if (nl > nr)

then (x ++ xl ,nl + n)
else (x ++ xr ,nr + n))

("", 0)
id

Para la tercera etapa, consideramos la función max que nos retorna el mejor camino, entre
los caminos maximales, si estos existen.

max :: [(String , Int)]→ Maybe (String , Int)
max [ ] = Nothing
max (p@(x ,n) : ps) = case (max ps) of

Just p2 @(y , z )→ if (n > z ) then (Just p) else Just p2
Nothing → Just p

Componiendo esta última etapa con la función stage21 completaremos finalmente el algoritmo:

maxRputeB1 :: Bin [(String , Int)]→ Maybe (String , Int)
maxRoute = max ◦ stage12

De la definición demax se puede comprobar que esta función es un morfismo entre los functo-
res aplicativos [ ] y Maybe, verificándose las condiciones impuestas por las ecuaciones (Morph.pure)
y (Morph.~). Aplicando la propiedad Ifold.Morph a maxRoute, obtenemos la expresión efi-
ciente en función de ifoldB :

maxRoute = ifoldB (λ(xl ,nl) (x ,n) (xr ,nr)→ if (nl > nr)
then (x ++ xl ,nl + n)
else (x ++ xr ,nr + n))

("", 0)
max

Teorema 4.9 (Acid Rain: Fusión Map Fold.Ifold). Sean F,G dos bifunctores bitraversables,
C un functor aplicativo, y TB : ∀X.(FB X → X) → (GB X → X) un transformador de FB-
álgebras, entonces:

ψ = TB inFB

=⇒
C (|φ|)FB

◦ ifoldCGA
ψ ι = ifoldCGA

(TB φ) ι (Map Fold.Ifold)

Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

µGA

ifoldCGA
ψ ι

//

ifoldCGA
(TB φ) ι

((

C µFB

C (|φ|)FB

��
C X
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Esta propiedad resulta una generalización de la Caracterización de Ifold, (Ifold.Charn).
Ilustraremos su uso con algunos ejemplos.

Para que sea más claro inferir las definiciones de los transformadores de F( )-álgebras, escribi-
remos los ejemplos usando la representación genérica de los tipos de datos y las implementaciones
genéricas de ifold, traverse y map.

Ejemplo 4.9. Consideremos la función checkBin :: (a → Bool)→ µ (B a)→ Maybe (µ (B a))
que verifica que un árbol binario cumpla con una propiedad esperada. Esta puede expresarse
fácilmente en función del traverse genérico.

checkBin :: (a → Bool)→ µ (B a)→ Maybe (µ (B a))
checkBin p = traverse (λx → if (p x ) then (Just x ) else Nothing)

Del resultado de este recorrido nos interesa quedarnos con algunos de los valores del árbol,
e.g. los hijos derechos de cada nodo, para almacenarlos en una lista. Definimos esta función, a
la que llamaremos rightProp, como el map de un fold puro compuesto con checkBin.

rightProp :: (a → Bool)→ µ (B a)→ Maybe (µ (L a))
rightProp p = fmap (fold ψ) ◦ checkBin p

where ψ BL = In N
ψ (BN t1 x t2 ) = In (C x t2 )

Caracterizando a esta función como un ifold, obtenemos la expresión:

rightProp :: (a → Bool)→ µ (B a)→ Maybe (µ (L a))
rightProp p = ifold ψ (λx → if (p x ) then (Just x ) else Nothing)

where ψ BL = In N
ψ (BN t1 x t2 ) = In (C x t2 )

Finalmente, consideramos que el árbol binario tiene valores enteros y que nos interesa sumar
aquellos valores almacenados en la lista que genera rightProp dentro del efecto. Expresada
composicionalmente, resulta:

sumRightProp :: (Int → Bool)→ µ (B Int)→ Maybe Int
sumRightProp p = fmap (fold ζ) ◦ rightProp p

where ζ N = 0
ζ (C x xs) = x + xs

Aplicando la propiedad (Map Fold.Ifold), se obtiene la siguiente expresión deforestada,
evitando la generación de la lista intermedia:

sumRightProp :: (Int → Bool)→ µ (B Int)→ Maybe Int
sumRightProp p = ifold φ (λx → if (p x ) then (Just x ) else Nothing)

where φ BL = 0
φ (BN t1 x t2 ) = x + t2

Este último paso es correcto si se verifica la precondición del teorema i.e. si podemos expresar
al FA-álgebra ψ como la aplicación de un transformador de LInt -álgebras WInt a inLInt de modo
tal que también resulte WInt ζ = φ. Derivamos la definición de WInt a partir de la definición
de ψ:

ψ (BN t1 x t2 ) = In (C x t2 )
ψ BL = In N
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≡ { η-conversión }
ψ (BN t1 x t2 ) = (λ (h1, h2)→ h1 x t2 ) (In (λy ys → C y ys), In N )
ψ BL = (λ (h1, h2)→ h2) (In (λy ys → C y ys), In N )
≡ { Eureka: ψ = WInt inLInt }
ψ (BN t1 x t2 ) = WInt (In (λy ys → C y ys), In N ) (BN t1 x t2 )
ψ BL = WInt (In (λy ys → C y ys), In N ) BL
⇐ { Definición de WInt }
WInt (f , e) = λt → case t of

BN t1 x t2 → f x t2
BL → e q.e.d.

Para finalizar, nos resta verificar que con este transformador se obtiene φ:

WInt ζ
≡ { Definiciones de WInt y ζ }
λt → case t of

BN t1 x t2 → (λx xs → x + xs) x t2
BL → 0

≡ { β-conversión }
λt → case t of

BN t1 x t2 → x + t2
BL → 0

≡ { Definición de φ , eliminación de case }
φ Q.E.D.

En las últimas propiedades presentadas, hemos fusionado funciones aplicadas al resultado
de un ifold. Para el caso dual, nos interesa estudiar alguna propiedad de Acid Rain para Ifold,
similar a la presentada en el Caṕıtulo 3 para Fold.

Sin embargo, la presencia de efectos hace que ésta no sea inmediata, dado que debemos
asegurarnos que los efectos paramétricos producidos sean los mismos tanto para la expresión
composicional como para la expresión deforestada. El hecho de que los efectos sean paramétricos
hace que esto ocurra si la cantidad de parámetros se preserva con la aplicación de la primer
función.

La primer opción es considerar que la función que se aplica primero es un map de un functor
de tipo. La acción de flechas de un functor preservan la estructura, por lo que la cantidad de
parámetros se mantiene.

Teorema 4.10 (Fusión Ifold Map). Sean F un bifunctor bitraversable y DF el functor de tipo
asociado a éste. Sea f : X → A, entonces:

ifoldCFA
φ ι ◦ DF f = ifoldCFX

φ (ι ◦ f) (Ifold.Type)

Nos interesa generalizar map a un fold aleatorio, y además obtener algún resultado que nos
permita preservar el efecto paramétrico, alterando sólamente el cálculo del valor puro. Por lo
tanto, debemos caracterizar bao qué condiciones condiciones resulta el álgebra indpendiente de
la acción aplicativa:

Definición 4.6 (GA-álgebra Independiente de la Acción Aplicativa). Sea φ un GA-álgebra y
ι : A → C B una acción aplicativa. Entonces, si φ resulta φ = TA inFA

donde TA es un
transformador de FA-álgebras en GA-álgebras y además se cumple que:

TA (C inFB
◦ δCF ◦ F (ι, id)) = C (TB inFB

) ◦ δCG ◦ G (ι, id) (Alg.Ind)

decimos que φ es independiente de los efectos de ι.
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Una consecuencia de esta noción de independencia de los efectos, es que se puede alterar el
orden entre la generación de efectos paramétricos mediante traverse y la generación de valores
puros mediante el GA-álgebra. Esto se traduce al siguiente Lemma:

Lemma 4.11. Sean ι : A→ C B una acción aplicativa y φ : G (A,µFA)→ µFA un GA-álgebra
independiente de los efectos de ι. Entonces, el siguiente diagrama conmuta:

µGA

traverseGA ι

��

(|φ|)GA // µFA

traverseFA ι

��
C µGB C (|TB inFB

|)GB
// C µFB

Ahora, podemos caracterizar las condiciones necesarias para enunciar una propiedad de Acid
Rain:

Teorema 4.12 (Acid Rain: Fusión Ifold.Fold). Dados F y G dos bifunctores bitraversables, y C
un functor aplicativo y ι : A→ C B una acción aplicativa. Si phi es un GA-álgebra independiente
de los efectos de ι, entonces:

ifoldCFA
ψ ι ◦ (|φ|)GA

= ifoldCGA
(TB ψ) ι (Ifold.Fold)

Ésta se puede expresar de forma equivalente, mediante el siguiente diagrama:

µGA

(|φ|)GA //

ifoldCGA
(TB ψ) ι

((

µFA

ifoldCFA
ψ ι

��
C X

. Ilustramos el uso de esta propiedad con algunos ejemplos:

Ejemplo 4.10. Consideramos la función sumRecips definida en el Ejemplo 4.6, expresada en
función del ifold general. Vamos a componer esta función con un map que genere los cuadrados
de una lista dada, obteniendo entonces la siguiente función:

sumSqrRecips :: [Float ]→ Maybe Float
sumSqrRecips = sumrecips ◦map (↑2)

Aplicando la propiedad de Acid Rain, (Ifold.Fold), se obtiene la siguiente expresión

sumSqrRecips :: [Float ]→ Maybe Float
sumSqrRecips = ifoldr (λx y → x ↑ 2 + y) 0 recip

Para probar la independencia del álgebra de map (↑2) con respecto a recip, resulta con-
veniente expresar los álgebras y el transformador en función del bifunctor L. La derivación
del transformador T es inmediata inspeccionando la definición genérica de map definida en la
página 18.
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TB = (λh → h ◦ bimap (↑2) id)
⇒
TB (fmap In ◦ δ ◦ bimap recip id)
≡ { Definición de TB y recip }

fmap In ◦ δ ◦ bimap (λx → if x 6≡ 0 then Just 1 / x else Nothing) id ◦ bimap (↑2) id
≡ { Comp. Bifunctores, identidad }

fmap In ◦ δ ◦ bimap ((λx → if x 6≡ 0 then Just 1 / x else Nothing) ◦ (↑2)) id

≡ { Álgebra, Propiedades Maybe }
fmap In ◦ δ ◦ bimap (fmap (↑2) ◦ (λx → if x 6≡ 0 then (Just 1 / x ) else Nothing)) id
≡ { Comp. Bifunctores, Def. recip }

fmap In ◦ δ ◦ bimap (fmap (↑2)) id ◦ bimap recip id
≡ { Naturalidad de δ }

fmap In ◦ fmap (bimap (↑2) id) ◦ δ ◦ bimap recip id
≡ { Comp. Functores }

fmap (In ◦ bimap (↑2) id) ◦ δ ◦ bimap recip id
≡ { Definición de TB }

fmap (TB In) ◦ δ ◦ bimap recip id Q.E.D.

En las propiedades de ifold que hemos visto hasta ahora, se usaba la composición ◦ para
combinar funciones definidas con los operadores ifold, map y fold. Si Consideramos los combi-
nadores de acciones aplicativas � y ⊗ presentados en el Caṕıtulo 2, se obtienen las siguientes
propiedades.

Teorema 4.13 (Acción Paralela). Sean F,G dos bifunctores bitraversables, C1,C2 dos functores
aplicativos y ι : A→ C2 B, κ : A→ C2 B dos acciones aplicativas, entonces:

ifoldC1
FA
φ ι⊗ ifoldC2

FA
φ κ = ifoldC1×C2

FA
φ (ι⊗ κ) (Ifold.⊗)

Teorema 4.14 (Composición Secuencial). Sean Fy G dos bifunctores bitraversables, C1 y C2

dos functores aplicativos, y ι : A → C2 B y κ : B → C1 C dos acciones aplicativas. Entonces,
si ψ : F (B,µGB)→ µGB es un FB-álgebra independiente de los efectos de κ resulta:

ψ = TE inGE

=⇒
ifoldC1

GB
φ κ� ifoldC2

FA
ψ ι = ifoldC2•C1

FA
(TE φ) (κ� ι) (Ifold.�)

Si consideramos el caso particular donde el ifold que se aplica primero es un recorrido, se
obtiene la siguiente propiedad como corolario:

Corolario 4.15 (Composición Secuencial Ifold.Traverse). Sea F un bifunctor bitraversable,
C1,C2 dos functores aplicativos y ι : A → C2 B, κ : B → C1 C dos acciones aplicativas.
Entonces:

ifoldC1
FB
φκ� traverseFA

ι = ifoldC2•C1
FA

φ (κ� ι) (Ifold�Trv)
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Caṕıtulo 5

ifold para Efectos Incrementales

Seeing, contrary to popular
wisdom, isn’t believing. It’s
where belief stops, because it
isn’t needed any more.

Terry Pratchett,
Pyramids

Vamos a ilustrar la utilidad del operador ifold mediante la construcción de un evaluador
de expresiones aritméticas incremental. Comenzaremos con un evaluador simple y agregare-
mos nuevos efectos aprovechando la composición (•) y combinación paralela (×) de functores
aplicativos.

5.1. Un evaluador simple

El punto de partida es un ejemplo presentado por McBride y Paterson [41]. Se construye
un evaluador para un lenguaje de expresiones aritméticas con variables, donde se entreteje un
entorno para asignarle valores a las variables libres. Introducimos el tipo de datos para las
expresiones aritméticas y definimos al entorno como una lista de pares: identificador , valor
entero:

data Exp a = Var a | Val Int | (Exp a) : + : (Exp a)
deriving (Show ,Eq ,Ord)

type Env a = [(a, Int)]

Procedemos a definir el evaluador, por recursión estructural sobre el árbol de expresiones
aritméticas:

eval :: Exp a → Env a → Int
eval (Var x ) γ = fetch x γ
eval (Val i) γ = i
eval (e1 : + : e2 ) γ = eval e1 γ + eval e2 γ

Donde, fetch es la búsqueda en el entorno, definida como sigue:

fetch :: (Eq a)⇒ a → Env a → Int
fetch s ((t , x ) : xss) = if (s ≡ t) then x else fetch s xss
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Vamos a reescribir las ecuaciones de eval , para que tengan el siguiente tipo : Env a → Int ,
abstrayendo el entorno. Para eso recurrimos a los combinadores K y S:

K :: a → env → a
K x γ = x

S :: (env → a → b)→ (env → a)→ (env → b)
S ef es γ = (ef γ) (es γ)

eval :: Exp a → Env a → Int
eval (Var x ) = fetch x
eval (Val i) = K i
eval (e1 : + : e2 ) = K (+) ‘S‘ eval e1 ‘S‘ eval e2

El tipo de datos (→) (Env a) es un functor aplicativo, donde K y S son respectivamente
pure y ~. Esto no debeŕıa sorprendernos, dado que (→) (Env a) es una mónada de entorno i.e.
enviroment monad o reader monad. Damos la instancia respectiva, dejando pendiente probar
las leyes asociadas al functor aplicativo.

instance Functor ((→) (Env a)) where
fmap g fs = (g ◦ fs)

instance Applicative ((→) (Env a)) where
pure = K
(~) = S

Reescribimos eval reflejando la interfaz aplicativa:

eval :: (Eq a)⇒ Exp a → Env a → Int
eval (Var x ) = fetch x
eval (Val i) = pure i
eval (e1 : + : e2 ) = pure (+) ~ eval e1 ~ eval e2

Nos proponemos mostrar que eval verifica el patrón de recursión aplicativa que captura
ifold . Para derivar ifold , necesitamos interpretar el tipo de datos de las expresiones aritméticas
como punto fijo de su signatura. Ésta esta dada por el siguiente bifunctor paramétrico:

data E a b = B a | V Int | A b b

instance Bifunctor E where
bimap f g (A x y) = A (g x ) (g y)
bimap f g (B v) = B (f v)
bimap f g (V i) = V i

Para definir traverse, necesitamos que el bifunctor sea bitraversable:

instance BiTraversable E where
δ (V i) = pure (V i)
δ (B x ) = pure B ~ x
δ (A x y) = pure A ~ x ~ y

Observamos que en la definición de eval la acción aplicativa es la búsqueda del identificador
x en el entorno, siendo efectivamente su tipo a → (Env a → Int) ≡ a → C Int . Si consideramos
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un traversal con ésta, el resultado seŕıa una función que dado un entorno, reemplazaŕıa en el
árbol los identificadores de variables por los valores de sus contextos.

Finalmente, podŕıamos combinar con ese traversal un EInt -álgebra pura η : EInt X → X que
evalúa un árbol de expresiones aritméticas en el que el dato parámetrico no son los identifica-
dores, sino los valores que éstos teńıan asignados en el entorno. Dicho EInt-álgebra se expresa
como:

η :: E Int Int → Int
η (V i) = i
η (B x ) = x
η (A x y) = x + y

Obtenemos entonces la siguiente especificación para el evaluador:

eval = fmap (fold η) ◦ traverse fetch

Partiendo de esta especificación, utilizamos la propiedad de caracterización Ifold.Charn
para obtener la definición final de eval expresado en términos de ifold :

eval :: (Eq a)⇒ µ (E a)→ Env a → Int
eval = ifold η fetch

5.2. Un evaluador con soporte de fallas

La versión anterior de eval resulta impráctica puesto que no está definido que ocurre si la
variable no se encuentra en el entorno. Introduciremos la posibilidad de falla mediante el uso del
functor aplicativo Maybe. El functor aplicativo entonces será la la composición de (Env a →) y
Maybe:

type ME a x = (((→) (Env a)) •Maybe) x

Debemos redefinir la búsqueda en el contexto, incorporando la posibilidad de falla: si la
variable buscada no se encuentra en el entorno el valor será Nothing .

lookup :: (Eq a)⇒ a → ME a Int
lookup x = Comp (foldr (λ(y , z ) mz → if (x ≡ y) then Just z else mz ) Nothing)

Ahora debemos dar la definición para el EInt -álgebra. Observamos que esta es independiente
del efecto aplicativo, y entonces no cambia. La definición del evaluador resulta entonces:

wrappedEval :: (Eq a)⇒ µ (E a)→ ME a Int
wrappedEval = ifold φ lookup

where φ (V i) = i
φ (B x ) = x
φ (A x y) = x + y

eval :: (Eq a)⇒ µ (E a)→ Env a → Maybe Int
eval = (unComp ◦ wrappedEval)

Dejando de lado la necesidad de desempaquetar el evaluador, como consecuencia de la im-
plementación de la composición de functores, observamos que el único cambio con respecto a la
definición anterior es adaptar la acción aplicativa de búsqueda en el contexto para que soporte
fallas.
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5.3. Acumuladores: Contando usos de variables

Vamos a combinar los functores aplicativos de entorno, Maybe y un acumulador de listas de
pares, donde acumularemos las variables que fueron léıdas del entorno, y la cantidad de veces
que fue usada. Debemos tener en cuenta que si se usa la composición de acumuladores con otro
functor aplicativo no obtendremos nada útil, dado que no se puede examinar el phantom type.
Entonces, debemos usar el producto entre el acumulador y Maybe, id est el functor aplicativo
será:

type CE a x = (((→) (Env a)) • (Acc (MonP a)×Maybe)) x

Debemos mostrarle al sistema de clases de Haskell que las listas de pares definen efectiva-
mente un monoide:

newtype MonP a = MonP {monp :: [(a, Int)]}
deriving Show

instance (Eq a)⇒ Monoid (MonP a) where
∅ = MonP [ ]
(MonP xs)⊕ (MonP ys) = MonP (foldr insert xs ys)

where insert p [ ] = [p ]
insert (x , c) (p@(y ,n) : ys) = if (x ≡ y) then (x , c + n) : ys

else p : insert (x , c) ys

Procedemos entonces a definir entonces la acción aplicativa para este efecto. Para ello mo-
dificaremos la búsqueda en el entorno para que cuando se encuentra el identificador buscado,
obtenemos el valor e incrementamos en uno la incidencia del mismo:

lookup :: (Eq a)⇒ a → CE a Int
lookup x = Comp (foldr (λ(y , z ) mz → if (x ≡ y)

then (Prod (Acc (MonP [(x , 1)])) (Just z ))
else mz )

(Prod (Acc ∅) Nothing))

wrappedEval :: (Eq a)⇒ µ (E a)→ CE a Int
wrappedEval = ifold φ lookup

where φ (V i) = i
φ (B x ) = x
φ (A x y) = x + y

eval :: (Eq a)⇒ µ (E a)→ Env a → (MonP a,Maybe Int)
eval t env = 〈acc ◦ π1, π2〉 ((unComp (wrappedEval t)) env)

Hemos comprobado que el uso del operador ifold permite un diseño modular e incremen-
tal de algoritmos con efectos aplicativos, donde a partir de una función con efectos simples,
se pueden combinar efectos aprovechando diferentes formas de combinar functores aplicativos,
obteniendo funciones con efectos más complejos. Particularmente, destacamos como este desa-
rrollo incremental no afecta el cálculo del valor puro: en las diferentes versiones de eval que
hemos implementado, el álgebra pura es invariante, sólo la acción aplicativa ι cambia en cada
diseño, a medida que cambia el efecto aplicativo.

5.4. Combinadores de acciones aplicativas

En el desarrollo incremental del evaluador, hemos utilizado la composición y producto de
functores aplicativos para obtener functores aplicativos que modelen efectos más complejos.
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Pero, en cada instancia hemos redefinido las acciones aplicativas en forma monoĺıtica. Vamos a
explorar el uso de los combinadores de acciones aplicativas �,⊗ presentados en la Sección 2.2.

Utilizaremos el functor aplicativo identidad para recuperar el valor almacenado en el en-
torno. Entonces, procedemos a descomponer el efecto aplicativo de la siguiente forma: un efecto
computacional de búsqueda en un entorno con soporte de fallas, modelado por el functor apli-
cativo (→) Env a •Maybe, compuesto con el producto del acumulador del monoide de pares
que hemos utilizado anteriormente con el functor identidad.

El functor aplicativo queda entonces definido por el siguiente tipo de datos:

type CX a x = (((→) (Env a) •Maybe) • (Acc (MonP a)× Identity)) Int

Nos proponemos escribir la acción aplicativa para el evaluador combinando acciones aplica-
tivas que representen a cada efecto por separado. Consideramos la búsqueda en el entorno con
fallas con una acción monoĺıtica que nos devuelve el par identificador - valor y la acción que
cuenta el uso de un identificador.

lookup :: (Eq a)⇒ a → Env a → Maybe (a, Int)
lookup str [ ] = Nothing
lookup str ((x , y) : xs) = if (x ≡ str) then Just (x , y) else lookup str xs

lookupMP = Comp ◦ lookup
accBinder :: a → Acc (MonP a) x
accBinder x = (Acc (MonP [(x , 1)]))

Combinando estas acciones, obtenemos la siguiente definición para el evaluador:

wrappedEval :: (Eq a)⇒ µ (E a)→ CX a Int
wrappedEval = ifold φ (((accBinder ◦ fst)⊗ (Id ◦ snd))� lookupMP)

where φ (V i) = i
φ (B x ) = x
φ (A x y) = x + y

eval :: (Eq a)⇒ µ (E a)→ Env a → Maybe (MonP a, Int)
eval t env = fmap 〈acc ◦ π1, unId ◦ π2〉

((unComp ◦ unComp ◦ wrappedEval) t env)

Vemos entonces que el uso del operador ifold no solo nos permite un diseño incremental de un
evaluador con diferentes efectos aplicativos, sino que además, mediante el uso de combinadores
de acciones aplicativas podemos expresar las acciones aplicativas de efectos complejos en función
de acciones aplicativas más simples, favoreciendo diseños modulares y flexibles.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y Trabajos Futuros

En este trabajo hemos estudiado las caracteŕısticas de la recursión estructural en presencia de
efectos aplicativos, presentado el operador genérico ifold que captura dicha recursión estructural
sobre un tipo de datos recursivo cuya signatura está determinada por un bifunctor bitraversable.

Este operador, se deriva de una especificación composicional en la que intervienen un fold
puro y un recorrido que introduce efectos aplicativos paramétricos mediante la función traver-
se. Este operador implementa eficientemente dicho patrón y además resulta una generalización
del operador traverse, ya que permite definirlo como un caso particular de recursión aplicati-
va. Adicionalmente, hemos estudiado diversas propiedades calculaciones de ifold, enunciando
y demostrando diferentes leyes de fusión para el operador que permiten deforestar expresiones
composicionales aplicativas. Finalmente, hemos mostrado como como el operador ifold puede
utilizarse para diseñar modularmente algoritmos con efectos aplicativos incrementales, agregan-
do funcionalidad en cada etapa de forma sencilla y flexible.

Postulamos que el operador ifold captura la esencia de la recursión aplicativa. Cuando se
interpreta intuitivamente a las operaciones del functor aplicativo como un mecanismo para
aplicar una función pura a valores embebidos en un contexto con efectos computacionales,
resulta natural que la recursión aplicativa se caracterice mediante un álgebra pura combinada
aplicativamente con los efectos paramétricos independientes introducidos por el recorrido con
una acción aplicativa.

Gibbons y Oliveira [22] sostienen que el operador traverse “captura la esencia del patrón
iterador”. Nuestro trabajo demuestra que los traversals o recorridos con este operador resultan
fundamentales para la definición de la recursión aplicativa.

6.1. Trabajos Futuros

El trabajo realizado abre el camino a analizar las siguientes extensiones o trabajos futuros:

Prueba de la Inicialidad de ifold El operador ifold, tal cual lo hemos presentado en este
trabajo, es definido en términos del fold genérico. Pero, para poder asegurar que este efectiva-
mente es el fold aplicativo debemos modelar la categoŕıa de los álgebras aplicativos y probar que
ifold es el morfismo único y universal entre el álgebra aplicativa inicial y cualquier otro álgebra
aplicativa.

Extensión de la noción de Bifunctor Bitraversable El operador introduce efectos me-
diante una acción aplicativa paramétrica que mapeada por sobre el functor bitraversable. Esto
resulta en una limitación si pretendemos obtener diferentes efectos para un mismo parámetro,
en el caso de consumir una estructura de datos que tiene diferentes constructores con valores del
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tipo del parámetro e.g. red-black trees. Si bien se podŕıa evitar este problema trabajando con
tipos de datos isomorfos con un único constructor paramétrico y una suma de los parámetros; o
utilizar sistemas con tipos de datos más expresivos, como es el caso de los GADTs [32], o tipos
de datos algebraicos generalizados, éstas no resolveŕıan el problema de fondo. Para esto, propo-
nemos resolver este problema extendiendo la noción de bifunctor bitraversable generalizando la
cantidad de parámetros i.e. estudiar un concepto de n-traversabilidad.

Unfold e Hylos Aplicativos Pardo [46, 47] presenta un esquema de correcursión monádica
unfold monádico, dual al fold monádico, y un esquema de recursión general monádica o hylo-
morfismo monádico, junto a las propiedades algebraicas de estos esquemas. Siguiendo esta ĺınea,
nos interesa formular esquemas de correcursión y recursión general con functores aplicativos.

Fusión Short Cut Aplicativa La técnica de Short Cut Fusion [23, 24, 51], permite elimi-
nar estructuras intermedias en programas funcionales modulares definidos como composición de
folds con buenos productores de estructuras, definidos mediante el operador build. Recientemen-
te, Ghani y Johann [18, 19, 33] y Manzino y Pardo [40] extendieron esta técnica para contextos
con efectos monádicos. Nuestra intención es desarrollar una noción de build aplicativo, estudiar
su comportamiento cuando es combinado con el operador ifold y derivar propiedades de fusión.
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Apéndice A

Demostraciones de las propiedades
de ifold

There Be Dragons!

A continuación, completamos las demostraciones de las propiedades de Ifold presentadas en
el Caṕıtulo 4.

Teorema A.1 (Acción Pura de Ifold). Sea F un bifunctor bitraversable, C un functor aplicativo
y φ : FA X → X entonces:

ifoldCFA
φ pureC = pureC ◦ (|φ|)FA

(Pure.Fold)

Demostración:
Expandiendo el diagrama con la Caracterización de Ifold (Ifold.Charn), este resulta:

µFA

(|φ|)FA //

ifoldDFA
φ pure

((

traverseF pureC

��

X

pureC

��
C µFA C (|φ|)FA

// C X

ifoldCFA
φ pureC

= { Caracterización de ifoldCFA
: (Ifold.Charn) }

C (|φ|)FA
◦ traverseF pureC

= { Identidad para traverse[22] }
C (|φ|)FA

◦ pureC
= { Propiedades (App.Map),(App.Homo)}
pureC ◦ (|φ|)FA Q.E.D.
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La justificación del último paso se obtiene luego de interpretar en forma point free las
siguientes propiedades conocidas de los functores aplicativos:

fmap f x = pure f ~ x (App.Map)

pure f ~ pure x = pure (f x ) (App.Homo)

Alternativamente, también se puede justificar este paso por la naturalidad de pure, si conside-
ramos esta como una transformación natural entre el functor identidad y el functor aplicativo
C i.e. pureC : I⇒ C .

Teorema A.2 (Acción Pura Compuesta). Sean F un bifunctor bitraversable, C un functor
aplicativo, f : A→ B y φ : FA X → X un FA-álgebra pura, entonces:

ifoldCFA
φ (pureC ◦ f) = pureC ◦ (|φ ◦ F (f, id)|)FA

((Pure.FoldMap))

Demostración:
Debemos probar que el siguiente diagrama conmuta:

µFA

(|φ ◦F (f,id)|)FA //

ifoldCFA
φ (pureC◦f)

((

X

pureC

��
C X

ifoldCFA
φ (pureC ◦ f)

= { Caracterización de ifoldCFA
, (Ifold.Charn) }

C (|φ|)FB
◦ traverseF (pureC ◦ f)

= { Free Theorem de traverse, ( Traverse.Map). }
C (|φ|)FB

◦ traverseF pureC ◦ DF f

= { Caracterización de ifoldCFB
, (Ifold.Charn) }

ifoldCFB
φ pureC ◦ DF f

= { Acción Pura de ifold, (Pure.Fold) }
pureC ◦ (|φ|)FB

◦ DF f

= { Fusión Fold - Map, (Fold.Type) }
pureC ◦ (|φ ◦ F (f, id)|)FA Q.E.D.

Teorema A.3 (Fusión Pura para Ifold). Sean τ : C ⇒ D un homomorfismo entre los functores
aplicativos C y D, ι : A → C B una acción aplicativa y φ : FB X → X un FB-álgebra pura,
entonces:

τ ◦ ifoldCFA
φ ι = ifoldDFA

φ (τ ◦ ι) (Ifold.Morph)
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Demostración:
Expandiendo las definiciones con (Ifold.Charn), obtenemos siguiente diagrama:

C X

τX

��

C (µFB
)

τµFB

��

C (|φ|)FB

<<

µFA

traverseF ι

44

traverseF (τ◦ι)

**

ifoldDFA
φ (τ◦ι)

))

ifoldCFA
φ ι

55

D (µFB
)

D (|φ|)FB

""
D X

Procedemos a probar que las definiciones conmutan:

τ ◦ ifoldCFA
φ ι

= { Caracterización de ifoldCFA
, (Ifold.Charn) }

τ ◦ C (|φ|)FB ◦ traverseF ι
= { Naturalidad de τ }
D (|φ|)FB ◦ τ ◦ traverseF ι

= { Definición de traverseF (Trv.Def) }
D (|φ|)FB ◦ τ ◦ (|C inFB

◦ δCF ◦ F (ι, id)|)FA

= { Fusión pura para Fold, Fold.Pure }
D (|φ|)FB ◦ (|D inFB

◦ δDF ◦ F (τ ◦ ι, id)|)FA

= { Definición de traverseF (Trv.Def) }
D (|φ|)FB ◦ traverseF (τ ◦ ι)

= { Caracterización de ifoldDFA
, (Ifold.Charn) }

ifoldDFA
φ (τ ◦ ι) Q.E.D.

Para justificar el uso correcto de la propiedad de Fusión pura para Fold, nos resta verificar
que τ es un homomorfismo de FA-álgebras, id est verificar que se cumple la siguiente ecuación:

τ ◦ C inFB
◦ δCF ◦ F (ι, id) = D inFB

◦ δDF ◦ F (τ ◦ ι, id) ◦ FA τX
Esta queda probada por la conmutatividad del siguiente diagrama:

44



F (A,C X)

F (ι,id)
��

FA τX // F (A,D X)

F (τ◦ι,id)
��

F (C B,C X)

δCF
��

F (τB ,τX) // F (D B,D X)

δDF
��

C F (B,X)

C inFB
��

τF (B,X) // D F (B,X)

D inFB
��

C X τX
// D X

El rectángulo inferior conmuta por la naturalidad de τ , el central por la propiedad de preser-
vación de la distribución por homomorfismo de functores aplicativos, (Morph.δ), y el superior
por la bifunctorialidad de F Q.E.D.

Teorema A.4 (Ley de Fusión Map Fold - Ifold). Sean F,G dos bifunctores bitraversables, C un
functor aplicativo, y T : ∀A X.(FA X → X)→ (GA X → X) un transformador de F( )-álgebras,
entonces:

ψ = TB inFB

=⇒
C (|φ|)FB

◦ ifoldCGA
ψ ι = ifoldCGA

(TB φ) ι (Map Fold.Ifold)

Demostración:
Tenemos que verificar la conmutatividad del siguiente diagrama:

µGA

ifoldCGA
(T φ) ι

��

ifoldCGA
ψ ι

&&

traverseG ι

((
C µFB

C (|φ|)FB

��

C µGB

C (|TB φ|)GB
ss

C (|ψ|)GB
oo

C X
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C (|φ|)FB
◦ ifoldCGA

ψ ι

= { Caracterización de ifoldCGA
: (Ifold.Charn) }

C (|φ|)FB
◦ C (|ψ|)GB

◦ traverseG ι
= { Functorialidad de C }
C ((|φ|)FB

◦ (|ψ|)GB
) ◦ traverseG ι

= { Hypothesis }
C ((|φ|)FB

◦ (|TB inFB
|)GB

) ◦ traverseG ι
= { Acid Rain para Fold (Fold.Fold) }
C (|TB φ|)GB

◦ traverseG ι
= { Caracterización de ifoldCGA

: (Ifold.Charn) }
ifoldCGA

(T φ) ι Q.E.D.

Teorema A.5 (Fusión Ifold Map). Sean F un bifunctor bitraversable y DF el functor de tipo
asociado a éste. Sea f : X → A, entonces:

ifoldCFA
φ ι ◦ DF f = ifoldCFX

φ (ι ◦ f) (Ifold.Type)

Demostración:

ifoldCFA
φ ι ◦ DF f

= { Caracterización de ifoldCFA
, (Ifold.Charn) }

C (|φ|)FB
◦ traverseF ι ◦ DF f

= { Free Theorem de traverse, ( Traverse.Map). }
C (|φ|)FB

◦ traverseF (ι ◦ f)

= { Caracterización de ifoldCFX
, (Ifold.Charn) }

ifoldCFX
φ (ι ◦ f) Q.E.D.

Lemma A.6. Sean ι : A → C B una acción aplicativa y φ : G (A,µFA) → µFA un GA-álgebra
independiente de los efectos de ι. Entonces, el siguiente diagrama conmuta:

µGA

traverseG ι

��

(|φ|)GA //

ifoldCGA
(TB inFB

) ι

((

µFA

traverseF ι

��
C µGB C (|TB inFB

|)GB
// C µFB

Demostración:
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traverseF ι ◦ (|φ|)GA

= { Hypothesis }
traverseF ι ◦ (|(TA inFA

)|)GA

= { Definición de traverseF , (Trv.Def) }
(|C inFB

◦ δCF ◦ F (ι, id)|)FA
◦ (|(TA inFA

)|)GA

= { Acid Rain para Fold (Fold.Fold) }
(|TA (C inFB

◦ δCF ◦ F (ι, id))|)GA

= { φ independiente de ι, (Alg.Ind) }
(|C (TB inFB

) ◦ δCG ◦ G (ι, id)|)GA

= { Definición de ifoldCGA
, (Ifold.Def) }

ifoldCGA
(TB inFB

) ι

= { Caracterización de ifoldCGA
, (Ifold.Charn) }

C (|(TB inFB
)|)GA

◦ traverseG ι Q.E.D.

Teorema A.7 (Acid Rain: Ley de Fusión Fold - Ifold). Dados F y G dos bifunctores bitraver-
sables, y C un functor aplicativo y ι : A → C B una acción aplicativa. Si φ es un GA-álgebra
independiente de los efectos de ι, entonces:

ifoldCFA
ψ ι ◦ (|φ|)GA

= ifoldCGA
(TB ψ) ι (Ifold.Fold)

Demostración:
Tenemos que probar que el siguiente diagrama conmuta:

µGA

traverseG ι

��

(|φ|)GA //

ifoldCGA
(TB ψ) ι

��

µFA

traverseF ι

��

ifoldCFA
ψ ι

,, C X

C µGB C (|TB inFB
|)GB
//

C (|TB ψ|)GB

CC

C µFB

C (|ψ|)FB

22
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ifoldCFA
ψ ι ◦ (|φ|)GA

= { Caracterización de ifoldCFA
, (Ifold.Charn) }

C (|ψ|)FB ◦ traverseF ι ◦ (|φ|)GA

= { Hypothesis: φ = TA inGA
}

C (|ψ|)FB ◦ traverseF ι ◦ (|TA inFA
|)GA

= { Lemma 4.11 }
C (|ψ|)FB ◦ C (|TB inFB

|)GB
◦ traverseG ι

= { C functor, (Functor.◦) }
C ((|ψ|)FB ◦ (|TB inFB

|)GB
) ◦ traverseG ι

= { Acid Rain para Fold, (Fold.Fold) }
C (|TB ψ|)GB

◦ traverseG ι
= { Caracterización de ifoldCGA

, (Ifold.Charn) }
ifoldCGA

(TB ψ) ι Q.E.D.

Teorema A.8 (Acción Paralela). Sean F,G dos bifunctores bitraversables, C1,C2 dos functores
aplicativos y ι : A→ C2 B, κ : A→ C2 B dos acciones aplicativas.

ifoldC1
FA
φ ι⊗ ifoldC2

FA
φ κ = ifoldC1×C2

FA
φ (ι⊗ κ) (Ifold.⊗)

Demostración:

ifoldC1×C2
FA

φ (ι⊗ κ)

= { (Ifold.Charn) }
C1 × C2 (|φ|)F ◦ traverse (ι⊗ κ)

= { Prop.de traverse, ( Traverse.⊗) }
C1 × C2 (|φ|)F ◦ (traverse ι⊗ traverse κ)

= { Functorialidad de × }
C1 × C2 (|φ|)F ◦ traverse ι⊗ C1 × C2 (|φ|)F ◦ traverse κ

= { (Ifold.Charn) }
ifoldC1

FA
φ ι⊗ ifoldC2

FA
φ κ Q.E.D.

Teorema A.9 (Composición Secuencial). Sean Fy G dos bifunctores bitraversables, C1 y C2

dos functores aplicativos, y ι : A → C2 B y κ : B → C1 C dos acciones aplicativas. Entonces,
si ψ : F (B,µGB)→ µGB es un FB-álgebra independiente de los efectos de κ resulta:

ψ = TE inGE

=⇒
ifoldC1

GB
φ κ� ifoldC2

FA
ψ ι = ifoldC2•C1

FA
(TE φ) (κ� ι) (Ifold.�)
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Demostración:

ifoldC1
GB
φ κ� ifoldC2

FA
ψ ι

= { Definición de � }
C2 (ifoldC1

GB
φ κ) ◦ ifoldC2

FA
ψ ι

= { Caracterización de ifoldC2
FA

: (Ifold.Charn) }

C2 (ifoldC1
GB
φ κ) ◦ C2 (|ψ|)FB ◦ traverse ι

= { C2 functor, (Functor.◦) }
C2 (ifoldC1

GB
φ κ ◦ (|ψ|)FB ) ◦ traverse ι

= { Hypothesis }
C2 (ifoldC1

GB
φ κ ◦ (|TE inGE

|)FB ) ◦ traverse ι

= { Acid Rain para Ifold, (Ifold.Fold) }
C2 (ifoldC1

FB
(TE φ) κ) ◦ traverse ι

= { (Ifold.Charn) para ifoldC1
FB
}

C2 (C1 (|TE φ|)FE ◦ traverse κ) ◦ traverse ι

= { C2 functor, (Functor.◦) }
C2 • C1 (|TE φ|)FE ◦ C2 traverse κ ◦ traverse ι

= { Definición de � }
C2 • C1 (|TE φ|)FE ◦ (traverse κ� traverse ι)

= { Prop. de traverse, ( Traverse.�) }
C2 • C1 (|TE φ|)FE ◦ traverse (κ� ι)

= { (Ifold.Charn) para ifoldC2•C1
FA

}

ifoldC2•C1
FA

(TE φ) (κ� ι) Q.E.D.
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